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Forord.

Den her foreliggende adie Udgave er i alt væsentligt
overensstemmende med de paa det tekniske Selskabs Skoles
Foranstaltning i 1892 og 1900 udarbejdede og indeholder
en efter Elevernes Forkundskaber og Udvikling afpasset
Fremstilling af Ligevægtslærens og Styrkelærens Grund
prineiper samt deres Anvendelse paa Bygnings- og Ma
skinkonstruktioner. Ved Fremstillingen heraf følges Be
regningsmetoden og den grafiske Metode jævnsides, for at
disse Metoder kunne støtte hinanden gensidig og derved
lette F orstaaelsen for Eleverne, hvilket yderligere er søgt
opnaaet ved talrige Eksempler.

I denne Udgave ete Maal- og Vægtstørrelser i samtlige
'Taleksempler angivne i det lnetriske System. De af Hen
syn hertil nødvendige Ændringer og Beregninger ere ud
førte af Hr. Ingeniør, cand. polyt. Chr. J. Thorup J som
ogsaahar udført den væsentligste Del af Korrektur
arbejdet.

Bag i Bogen findes Planer med de til 'feksten hørende
Skitser og i et Hefte for sig forskellige Tabeller over
Materialernes Vægt, Paa-virkninger m. m.
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Indledning.

Ligevægtslæren giver Oplysning om, under hvilke
Betingelser der er Ligevægt mellem Kræfter, samt om,
hvorledes man finder de Paavirkninger, som givne ydre
Kræfter fren1bringe i Dele af Bygninger og Maskiner,
hvorimod Styrkelæren omhandler, hvorledes man finder
de Dimensioner, som man skal give de vedkommende
Konstruktionsdele, for at de kunne være i Stand til at
modstaa Paavirkningerne uden at brydes eller i for høj
Grad forandre Form.

Under Fremstillingen er Stoffet behandlet i 3 Hoved
afsnit. I det første af disse, som er kaldt Ligevægts~

læren, er der givet en almindelig Udvikling af dennes
Grundprinciper samt disses Anvendelse paa Jærn- og Træ
konstruktioner, medens det andet Hovedafsnit er kaldt
Styrkelæren . og omhandler dennes 'Grundprinciper og
deres Anvendelsepaa Jærn- og Trækonstruktioner. I det
tredie Hovedafsnit, Stenkonstruktioner, er der givet
en Udvikling af saavel Ligevægtslærens som Styrkelærens
Anvendelse paa Stenkonstruktioner.
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I. Ligevægtslæren.

En ydre Paavirkning eller Kraft udtrykkes i Vægt,
altsaa i KilograJU,' og den fremstilles i Tegning (grafisk)
ved en ret Linie, hvis Længde angiver Kraftens Størrelse,
medens Liniens Beliggenhed i Planet angiver Kraftens
Beliggenhed. Den Retning, hvori Kraften virker, maa enten
angives ved Liniens Benævnelse eller ved en paa Linien
anbragt Pil.

Paa Fig. 1 virker A B fra venstre til bøj~~, B.~.. fra
højre til venstre. Kraften 1 fra venstre til højre, 2 i
modsat· Retning.

Foruden ved Bogstaver kunne Kræfter ogsaa betegnes
ved Tal anbragte i deres Endepunkter, saaledes som paa
Fig, 1, hvor· 01 og 32 begge virke fra venstre til højre,
medens 10 og "23 virke i modsat Retning. Benyttes den
grafiske Fremgangsmaade, maa man have en Maalestok for
Kræfter, en Kraftmaalestok.

1. Sammensætning og Opløsning af Kræfter.

a. Kræfterne virke i .satnme rette Lz·nie.
Angribe de givne Kræfter i forskellige Punkter af en

ret Linie, vil deres samlede Virkning blive den samme, som
om de angreb i eet Punkt, og saa stor som Summen af
de enkelte Kræfter, idet disse regnes med Fortegn, ·saa
ledes at de, der virke i den ene Retning, regnes for posi
tive, de, som virke i lnodsat ,Retning, for negative. Det
er iøvrigt ligegyldigt, hvilken af Retningerne der regnes
for positiv. Er Kræfternes Størrelse f. Eks. udtrykt i kg,
fåar man ved Beregning den samlede Virkning af dem,
Resultanten, i kg ved Addition og Subtraktion af de
enkelte Vægtstørrelser.
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Er Summen af de positive Kræfter lig med Summen af
de negative, bliver Resultantens Størrelse Nul -;): der er
Ligevægt mellem Kræfterne.

Hvorledes man grafisk finder Resultanten af flere givne
Kræfter, er vist paa Fig. 2, hvor de fire givne Kræfter
ab, be, ed og de efterhaanden ere afsatte ved Siden af
hverandre i den rette Linie A B, hvorefter de virke. Re
sultanten er Stykket fra Udgangspunktet til Ende
punktet, altsaa her ae.

Falder e i a, er der Ligevægt mellem Kræfterne.
For at opnaa større .Tydelighed i Tegningerne, angives

i Almindelighed (se Fig. 2) en Kraft ved to rette Linier,
·deraltid ete parallele, og af hvilke den ene angiver Kraf
tens Retning og Størrelse, den anden dens Beliggenhed
-og undertiden tillige dens Retning.

b. Kræfterne gaa gennem samme Punkt i Planet, men
virke i forskellige Retninger.

Virke to Kræfter P og Q paa Punktet M efter de paa
Fig. 3 angivne Pile, vilde M under deres samlede Paa
virkning, ifald Punktet kunde flyttes, blive bevæget hen til
·C gennem Linien M C. Er Punktet M ubevægeligt, vil det
,derimod faa en Paavirkning efter Retningen MC af Størrelse
MCR, der kaldes de to Kræfters Resultant. MA CB
er et Parallelogram, Kræfternes Parallelogram, altsaa MB

#: A C. De tre Kræfter P, Q og R danne saaledes en

Trekant, den saakaldte Kræfternes Trekant, hvor P og
Q gennemløbes i samme Retning, R i mQdsat Retning. Her
ved er den grafiske Fremgangsmaade given, idet man (Fig. 4)
gennem et vilkaarligt Punkt i Planet, f. Eks. 0, ·trækker

en Linie 01 * P og derpaa fra 1en Linie 12* Q.

Resultanten R er da i Størrelse og Retning 02 {den rette
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Linie fra lldgangspunktet til Endepunktet). pens Beliggen
hed faas ved gennelTI lvI at tegne en Linie parallel med 02.

Ad Beregningens Vej finder man Størrelsen og Ret
ningen af Resultanten af to Kræfter, naar man kender
deres Størrelser P og Q og den Vinkel v, som deres
Retninger danne med hinanden, paa følgende Maade ved
Hjælp af Trigonometrien (Fig. 4 b):

R2==p2+Q2_ 2PQ cos (180--v) ==p2+Q2+2?Qcosv'

R == _y~ p2 -f_Q2 + 2PQ cos v

. P sin (1S0-v) P sin v
SIn p == === ---R R

Liges0111 to givne Kræfter kunne sammensættes til en
Resultant, kan omvendt ogsaa en gi\'en Kraft opløses i to,

andre, Konlposanterne.
Dette kan ligeledes ske saavel ved Beregning som ad

grafisk Vej.
l første Tilfælde kOlTIlner man til at foretage en Tre

kantopløsning ved. Hjælp af Trigonollletrien, i sidste Til-
fælde Konstruktion af en '[rekant.

Med de paa Fig. 4b angivne Betegnelser kan saaledes
R,p,q eller R,P,q eller R,P,p eller R,P,Q eller endelig RJPJv
være givne, medens de øvrige Størrelser ere ubekendte~
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Ekspl 2., En Snor gaar henover de to Skiver A og B
(se Fig. 5) og bærer i sine Endepunkter Vægtene P _
16 kg og Q - 12 kg. Hvor stor en Vægt V maa op
hænges i Snoren Illellem Skiverne, naar de to Snorparter
skulle danne en ret Vinkel med hinanden? Der ses bort
fra Gnidningsmodstande.

I den ene Snorpart vil virke et Træk a c === Q, i den
anden a b - P. Resultanten af disse Træk vil være

R === -V p2 + Q2 === V 162 -+ 122 ~ Y' ~UU == 20.
Vmaa have samme Størrelse son1 R.. altsaa være 20 kg.

Ekspl. 3. En Kraft R === 5549 kg skal oplø~es i to
K,omposanter, af hvilke den ene p er 2002 kg, I11edens
den med R danner en Vinkel q paa 500. :Ylan skal finde
den anden Komposant Q og den Vinkel p, SOlll den dan
ner med R. Opgaven løses paa lignende Maade sonl Op
ga~ve i (se Fig. 4 b). Q === 4529, 7 l{g; P~ 19, 7

Ekspl. 4. En Kraft R - 612 kg, dens ene I-Conlpo
sant P == 518 kg og Vinklen nlellenl f. og den anden
Komposant ,Q er u === 47, 8 80.

Find Q samt P's Vinkel v llled R (se Fig. 6).

t == 61', 2 ° eller t === 1800 - 61, 2 °~ 118, 8 o;

V == i80 -- (u + t), altsaa

Eksp1. 1. Giyet !(ræfterne P -- 15 kg og Q === 8 kg
saInt deres mellernliggende Vinkel v --- 20°. Find ·Resul
tanten R (se Fig. 4 b).

J?

R
sin t

p
. ,

S111 U

== 22,68 kg,

10 sin 20°------.--- .. P 13, o
22,68

Q
p

sin v
. ,

SIn u

v === 70, 9 2° eller v === 13,32°.

Q -~ltnu1l" hvoraf man, ved deri at indsætte
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Værdierne for P og u samt v's to Værdier, ~aar

Q = 660 kg og Q == 160,9 kg.

Opgaven har altsaa to Løsninger, idet der findes to
Kræfternes Parallelogrammer, som indeholde de givne
Størrelser R, P og u, nemlig AFCE og ABCD.

Ekspl. 5. Kraften S == 500 kg virker gennem_ Spæret
AB. S skal opløses i en vandret KOlnposant P og en
lodret KOlllposant Q. Retningen forS er bestemt ved
L. BAF'=== v === 30° (Fig. 7).

P ==== S cos v == 500 cos 30° ==== 433 kg.

Q -== S sin v ==== 500 sin 30° == 250 kg.

Ekspl. 6. En Kraft R == 1000 kg skal opløses i to
Komposanter P == 600 kg og Q ==== 800 kg. Find de
Vinkler v og u, som henholdsvis P og Q danne llled R.

P2+R2_Q?'
Q2 == p2 + R2 - 2 PR .cos v, cos v - . 2 PR

cos v == t; v == 53,13°.

sIn u P. P sin v. o---- --- sIn u == -------, u ==== 36,87 .
sIn v - Q' Q

Ofte bestemmes en given Krafts Retning ved de to
Vinkler, som den danner med to paa hinanden vinkelrette
Linier O X og O Y.

I de fire følgende Opgaver er dette nærmere oplyst.
Der er givet en Kraft K saInt de Vinkler u og v, . som
den danner med de .to paa hinanden vinkelrette oLinierOX
og GY. K's Komposanter P og Q ·efter disse Linier søges~

tl

Eksp1. 7.

K == 2000 kg; ti == 30°: v - 60° (se Fig. 8).,

p ==== K cos u ==== 2000 cos 30° = 1732 kg.

Q === K cos v = 2000 cos 60° - 1000 kg.

Ekspl. 8.

K ==1500 kg; ti === 135°; v === 45° (se Fig. 9).

P - 1500 cos 1~50 == - 1500 cos 45° == - 1060 kg.

Q === 1500 cos 45° - 1060 kg.

Ekspl. 9.
K:==: 3000 kg; u -- 115,34°; V - 154,66° (se Fig. 10).

P == 3000 cos 115, 34° - ~ 3000 cos 64,66 === -1283 kg.

Q - 3000 cos 154,66° = - 3000 cos 25,34° == - 2711 kg.

Ekspl. 10.

R~ - 1000 kg; u = 600; v == 150° (se Fig. 11).

P - 1000 cos 60° - 500 kg.

Q -~ 1000 cos 1500 - .-- 1000 cos 30° === - 866 kg.

Virke flere end to Kræfter gennem samme Punkt
i Planet, kan man bestemme deres Resultant ved først at
finde Resultanten af to af Kræfterne, derpaa sammensætte
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denne Hled en 3die I{raft, den herved fremko111ne Resul
tant Hled en 4de Kraft o. s. V., S0111 vist paa Fig. 12.

i\f de givne Kræfter Ol., 02, 03. 04 og 05 ere først oi
og 02 sanlmensatte til Resultanten 02', denne danner med
03 Resultanten V3', denne lned 04 Resultanten 04 J og denne
sidste lned 05 Resultanten U5', der altsaa bliver Resultan
ten af alle fem Kræfter. .L~f den Maade, hvorpaa Fig. 12 er

dannet, frelngaar det, at l ;J' #" U:J, 4'3 -* UB, 3'4 -* 04 og

4'5' -* 05. Dette benyttes til den grafiske Bestemmelse

af flere Kræfters Resultant, idet alle Diagonalerne i de
enkelte Paral1elogranllner udelades, og selve Konstruktionen
udføres paa et andet Sted af Planet end der, hvor de
givne Kræfter ere beliggende.

Skal man saaledes finde Resultanten af I{ræfterne P lt

P 2 , P S ,P4 og P 5 (Fig 13 a), tegnes der gennem et virkaarligt

Punkt O (Fig. 13 b) en Linie Ul -* P1 og i samme Retning

som denne, fra 1 Linien 12 -* P 2 , fra 2 Linien 28 Pa
o. s. v., idet man bestandig sørger for, at disse -Linier
komme til at gaa i samme Retning SOlll vedkommende
Kraft. Resultanten er nu i Størrelse og Retning 05 fra
Udgangspunktet til Endepunktet, og dens Beliggenhed faas

ved gennem ° at tegne Linien R :/-: U5.

Den brudte Linie fra O til 5 kaldes en Kraftpolygon.
Den Orden, i hvilken Kræfterne afsættes efter hverandre,

er ligegyldig, hvad Bestemmelsen af Resultanten angaar,
men Polygonen 012845'8 Form vil selvfølgelig, efter den
forskellige~Orden, hvori Kræfterne afsættes, blive forskellig ..

{--lave flere Kræfter ikke samme Angrebspunkt, medens
dog Kraftlinierne ved Forlængelse ville skære hverandre
eet Punkt, bliver Resultanten i Størrelse, Retning og Be-
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liggenhed den samme, som om alle Kræfterne virkede i
dette Punkt, og den bestemmes derfor ganske paa samme

Maade.
Af Fig. 13b fremgaar det, at man ved at følge Pilene

fra O kan gennelnløbe alle Sider' kontinuerligt ID'ed ,

Undtagelse af Resultanten (05), hvis -Pil man vil møde i
Punkt 5.

Falder den sidste Krafts Endepunkt i det oprindelige
Udgangspunkt, bliver Resultanten Nul, der er Ligevægt
Inellem Kræfterne. I saa Fald genneml~bes alle Sider
kontinuerligt, og Kraftpolygonen er lukket (Fig. 14).

t\aar man ved I3eregning vil finde l~esultanten af
flere givne I{ræfter., sonl angribe i eet Punkt, gaar Inan
freIn paa den lVlaade, .at lnan gennelll Punktet lægger to

paa hinanden vinkelrette 'Linier, de saakaldte I\:oorc1inat
akser, af hvilke den ene benævnes X-Aksen eller Abscisse
aksen og den anden Y-Aksen eller Ordinataksen., og opløser
alle Kræfterne i KOlllposant,er efter disse Akser. Derefter
salnmensætter InanKolnposanterne efter X-Aksen til en
Resultant for sig og .Kom posanterne efter Y-Aksen 'lige
ledes til en H.esultant. for sig, og disse to H.esultanter,
hvoraf den ene· virker i -",Y'-Aksen og den anden i Y-Aksen,
sanllnensættes endelig til een Resultant, sorn altsaa maa
blive Resultanten af alle de givne Kræfter.

Er saaledes (Fig. 15) fenlI(ræfter Pl.' P2' P 3 , P 4 og
P5 givne i Størrelse og yderligere bestelnte ved, at de
alle gaa genneln Punktet 0, saInt ved, at deres Retninger

danne givne Vinkler 111ed de to Akser °X (X-Aksen) og
OlT (Y-Aksen)., idet

P1 danner LUI med (J X og L'V1 rned O}7

P2 LU"!. L'(J2

P3 /'v3

Po! L'V4
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Resultantens Størrelse og Retning skal findes. Vælges
PI til X-Akse og P a til Y-Akse, vise Kræfterne sig belig
gende som paa Fig. 16.

PI === 6; P 2 === 9; P a - 12; P 4 === 15.

Ul = 0°; u2 - 40°; ua == 90°; U 4 === 130°..

VI == 90°; V2 == 50°; va == 00 ; 'v4 === 40°.

da ville de fenl Kræfters Komposanter efter OX være
P l cos ul; P 2 cos u2 ; P g cos Ug; P4 cos u4 ; P 5 cos u5,

og deres Komposanter efter O Y: P l cos Vi; P 2 cos V2;

P g cos -Vg ; P4 cos V 4; Po cos V 5 . Cosinusserne ville ved
deres Fortegn bestemnle de enkelte Komposanters Fortegn.
Bliver Komposanten positiv, virker den efter henholdsvis
OX eller OY (Koordinataksernes positive Retninger),bli~er

den negativ, efter deres Forlængelser (Koordinataksernes
negative Retninger) udover Skæringspunktet O, der kaldes
Begyndelsespunktet.

Resultantens Komposant R x efter O X vil være Sum

men af Kræfternes X-Komposanter, altsaa

PIcosu1-- 6 cos 0°===+6, oo o

P 2cosu2 9cos 40°-+6, 894

Pscosua==12cos 900===~0,ooo

P4cosu4-15cos1300===-9, 642

R x + 3,252

PICOSV1- 6cos900==+ 0, ooo

J>2cosv2=== 9cos500 + 5,785

PgCOSVg== 12cos 0°-+12, oo

jD4cosv4===15cos400--~11,49

Ry =-== + 29,275,

og Resultantens Komposant Ry efter GY bliver i Lighed
hermed

Ry - PI cos v l +P2 cos v2+P g cos Vg+P4 cos v 4+P5 cos v5~

R x og RJl danne 90° med hinanden, og Resultanten
af denl vil altsaa i Størrelse være

R ===-V'-R~2+Ry2,

medens dens Vinkler u og v med O X og OY bestem-
roes ved

Ekspl. 11. Fire KræfterP1, p'}" P g og P4' i Størrelse
henholdsvis 6, 9, 12 og 15 kg, virke i samme Plan gennenl
eet Punkt. P l og Ps danne en ret Vinkel med hinanden.
P2 ligger mellem P l og og danner 40° med PI og'
50° med Pa, P4 danner 1300 nled PI og 40° med Ps~

R x 3,252
cos U===-==--_· u-83'660.

R .29,46'

Ry 29 275cos V --"- -' -'--_. v === 6,4°.
-- R -29,46 '

c. M0111enter.

Virker Kraften P paa et Punkt B (Fig. 17), som an
tages fast forbundet lned et fastliggende Punkt O, vilE
ikke kunne bevæges retlinet fremad under P's Paavirkning,
luen der vil om O finde en Omdrejning Sted, eller der
vil, ifald den,ne Omdrejning forhindres, være en Bestræ
belse dertil. Denne Bestræbelse maales ved Produktet af
Kraften P og Punktet O's Afstand a fra Kraftens Linie. Pa
kaldes . Kraftens MOlllent med Hensyn tilO, som kaldes

.Momentpunktet. a kaldes Momentets Arm. Er Kraften
given i Kilogram og Afstanden i Meter, Centimeter
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eller lVlillilneter, kaldes Momentet altsaa Kilogram-Meter,
Kilogram-Centimeter eller Kilogram-Millimeter, der betegnes

ved henholdsvis kgm, kgcm og kgmm.
Da der i Momentet indgaar baade en Kraft og en Linie.

vil det ved den grafiske Fremstilling være nødvendigt,
foruden en Kraftmaalestok, ogsaa at have en Maalestok

for Længder, en Længdemaalestok.
Virke to Kræfter af samme Størrelse til 0l11drejning

om et Punkt, vil altsaa lVlolnentet være størst for den
Ifraft. der ligger længst fra Punktet. Ere Kræfterne ulige
store, 111en ligge i samme Afstand fra Punktet, virker den

største Kraft med størst M0l11ent.
Ligger MOlnentpunktet i Kraftens Linie, er Momentet Nul.
Ligesom Kræfter regnes ogsaa Momel1ter med Fortegn,

saaledes at ajle Momenter, der virke til Omdrej

ning i sall1me Retning, faa samme Fortegn.
Virker der igennel11 to fastbundne Punkter A og B

(Fig. 18) to Kræfter af salnme Størrelse P, 111en i modsat
Retnina vil SUlll111en af disse Kræfters Momenter
med .I-i'~nsyn til et hvilketsomhelst .Punkt i Planet være
konstant J: have sanllneStørrelse, hvor Momentpunktet
end ligger. Vælger man til Momentpunkt 0, hvis Afstande
fra de to I{ræfter ere 1 og 111, vil Sunlmen af, M0111en-

terne \~ære

P 711 -p 1== P (111 - I) P a.

eller Produktet af en af de ligestore Kræfter P
0 0 ' Afstanden a inlellenl dem.

b Vælger man O liggende imellem Kræfterne, ville begg"e
Momenter faa samme F'ortegn, og Størrelsen indenfor

Parantesen altsaa blive en SunI af Størrelse a.
De to ligestore Kræfter siges .at danne et l{ r a f t P a r

(Svingkraft).
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d. Kræfterne virke gennem flere fastforbundne Punkter i
forskellige Retninger. .

Saadanne Kræfter ville, forsaavidt de ikke holde hver
andre i Ligevægt, enten kunne erstattes ved en enkelt
Kraft eller ved et Kraftpar.

Den her foreliggende Opg,avevil straks dele sig· i
to Dele.

1. Bestemmelsen af Resultantens Størrelse.
2. Bestemmelsen af dens Beliggenhed.
Resultantens Størrelse findes paa samme Maade som

i det Tilfælde, hvor Kræfternegaa .gennem samme Punkt..
Beliggenheden kan bestemmes ved sukcessiv Anven

delse af Kræfternes ·Parallelogram, men -denne Fremgangs
maade eri Almindelighed vidtløftig, og den skal· derfor
ikke omtales nærmere. Man gaar deril110d frem paa føl
gende Maade:

PaaFig. 19 er der givet fire Kræfter Pi' P 2 , Ps og P4"

Efteratman først har dannet Kraftpolygonen 01234 ved
fra et vilkaarligt Punkt O at tegne Linier ligestore ogpa
~allele med de givne Kræfter og. derved fundet Resultanten'
04 i Størrelse og Retning, vælger man et andet P~nkt p,
P~len, vilkaarligt, dog i Almindelighed hverken i nogen
af Kraftpolygonens Sider eller Vinkel spidser, og trækker
derfra Linier til alle Kraftpolygonens Vinkelspidser ; disse
Linier kaldes Polstraalerne. Fra e,t i Pi vilkaarligt valgt
Punkt I tegnes Linier parallelemed de to Straaler, som om
slutte 01; den med lp parallele Linie skærer P 2 i II, hvor
-fra en Linie tegnes parallel med 2p til Skæring med Ps;
Skæringspunktet betegnes med III. Herfra føres en Linie
parallel med /-lp til Skæring med P4' og fra disses Skærings
punktIVen Linie parallel 'Ined4p. Ved denne Linies
Skæring med den Linie, der gennem l er tegnet parallel
'med Op, faar man V, som er et Punl~t af Resultanten,
hvorfor denne, R, trækkes derigennem parallel med 04.

2
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Ved Bestemmelsen .af disse Kræfters Resultant er man
begyndt med at opløse en af dem,nemlig Pl , i et vil
kaarligt Punkt I i to Komposanter, hvis Retninger og
Størrelser ere bestemte ved Polstraalerne til Ol~s Ende
punkter, altsaa her (Fig. 19 b) ved Op og pl, medens deres
Beliggenhed maa vcere l V og Til. Derefter ere alle de
øvrige Kræfter paa samme Maade opløste i to Kompo
santer, nemlig P2 i Punkt Il i Komposanterne lp ogp2,
P g i Punkt 111 i 2p og pB og P 4 i IV i Bp og p4. De
oprindelig givne Kræfter erstattes altsaa af Op, pl, lp, p;J,

2p, pB, Bp og p4, af hvilke pl og .lp begge virke i 111 i
modsatte Retninger, hvorfor deres Resultant er Nul. Af
lignende. Grund villep2 og 2p samt ps·og Bp hæve hinanden,
saa at kun Op og p4 blive tilbage. Disses Resultant, som
er 04, maa gaa gennem de to Kraftlinier I.V's ogV IV's

Skæringspunkt V, og dermed er Rigtigheden af denne
Maade at bestemme Resultanten paa bevist. Polygonen
111 111 IV V kaldes en Stangpolygon. Den bliver i
dette Tilfælde lukket, medens Kraftpolygonen er aaben.

Anbringer. man paa det Sted, hvor Resultanten R
falder (se Fig. 20)., len Kraft P5 af samme Størrelse som
R~ .men virkende i lTIodsat Retning, vilden med R" sOtJl
erstatter P

l
, P 2,PS og P4' danne en Resultant af Stør.;.

relse Nul; P
5

og' de fire givne Kræfter Pi' P2 , Ps og Pt!
holde altsaa hverandre i Ligevægt. Kraftpolygonen vil her
faa sit Endepunkt i 5, som falder sammen med O,og vil

saaledes blive lukket.
Stangpolygonen l Il l/lIV V bliver i dette Tilfælde

ogsaa lukket, og .der vil her virke een Kraft i en~ver af"
dens Vinkelspidser, medens der i det foregaaende Tilfælde
ikke virkede nogen Kraft gennem Stangpolygonens Vin-

kelspids v.
Ønsker man· at bestemme Resultanten af nogle enkelte

af de givne Kræfter f. Eks. af P l , P2 og Ps, findes dens
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Størrelse og Retning·som Diagonalen OB paa Fig. 20 b , 'medens
dens Beliggenhed' maa være bestemt ved Skæringspunktet
af de to Stangpolygonsider, ·som ere paralJele med ,de to
Polstraaler, der omslutte OB. Dette Punkt er paa Fig. 20 a

betegnet med B, og herigennem er de tre Kræfters ResuI
tantlinie R t tegnet parallel med ·OB. En saadan Resultant
af enkelte af de givne Kræfter kaldes en partiel Re...
s ul tan t.

Da OB er en Diagonal i Kraftpolygonen, angive alt..;
saaDiagonalerne i denne Størrelsen og Retningen af Re
sultanten af de Kræfter, somere parallele med de Kraft
polygonsider, der ligge mellem vedkommende Diagonals
Endepunkter.

Af det anførte fiemgaar nu, at flere givne Kræfter,
sonl virke i forskellige Linier, der ikke skære hinanden i
eet Punkt, have en enkelt Resultant,' naar Kraft-
polygonen er aaben og Stangpolygonen er luk
ket. Resultantens Størrelse· og. Retning ere i Kraftpoly
gonen angivne ved den Linie, der gaar fra Udgangs
punktet til Endepunktet, og dens Beliggenhed er bestemt
derved, at den skal. gaa gennem Skæringspunktet af Stang
polygonens første og sidste Side.

Naar Kraftpolygon og Stangpolygon "begge
ere lukkede, er der Ligevægt imellem de givne
Kræfter.

Endelig kander indtræffe det Tilfælde, at Kraftp o
l ygonen er l li kket og Stangp olygonen aa ben,
idet dennes første og sidste Side blive parallele. De givne
Kræfter erstattes i saa Fald ved et Kraftpar.

Dette finder Sted, naar R'esultanten af alle Kræfterne
paa een nær er af samme Størrelse som denne, medens'
til1igedenne Resultant og Kraft virke i modsatte Retninger·
efter to ... med hinanden parallele Linier. Sammensætter
man (Fig. 21) Kræfterne Pi ,P2 , Ps og P 4J ville disse,

2*



20

Kræfter danne Resultanten R af Størrelse 04 og' gaaende
gennem Vi. Denne Resultant vil i Forbindelse med P5~

som ~r af samme Størrelse, men virker i modsat Retning,
danne et Kraftpar, hvis Størrelse er Produktet af P5 og
Afstanden mellem R og P 5.

Vil man. finde Resultanten af samtlige fem Kræfter
ved Hjælp, af Kraftpolygon og Stangpolygon, viser dette
sig umuligt. Resultantens Størrelse bliver nemlig Nul (se
Fig. 21 b), og dens Beliggenhed paa Fig. 21 a kan ikke he
stemmes, eftersom Skæringspunktet mellem VII og V VI,

første, og sidste Stangpolygonside, der begge blive' parallele
med Op, falder uendelig fjernt. Disse Kræfter have altsaa
ingen enkelt Resultant. Paa Fig. 21 a er P 1 i Punktet
l opløst i Op og pi, P 2 i Punktet Il i lp og p2, Ps i Punktet
111 i.2p ogpB, P 4 i Punkt,et IV i Bpog p4,' og P 5 i,·Punktet
V i, 4p og p5. Disse Komposanter ville hæve hinanden to
og to med Undtagelse af Op og p5, som vel ere ligestore og
modsatte, men derimod virke i forskelligeKraftlinier, den ene
i Linien V 1 l heni'nlod l, den ,anden i V VI henimod VI.

Disse' to.' Kræfter, af Størrelse Op danne saaledes et Kraft
par, hyis Moment er Produktet af Up og Afstanden mellem
V Il og V V l, altsaa et' andet Udtryk for det samme
Kraftpar, der foroven blev udtrykt ,ved Produktet af P 5 og
Afstanden mellem R og P 5•

Dette af de' sidst omtalte fem Kræfter ,dannede System
vil have'en Bestræbelse til Drejning, .som maa ·'mocivirkes,

. hvis ikke, en Bevægelse af Systemet skal fincie· Sted.
Ere saadanne Kræfter, som de paaFig.19,.20og 21

viste, indbyr.des parallele, og' lIlan skalJinde 'Størrelsen og
Beliggenheden af disse Kræfters ·Resultant; ,kan ,man e;td
grafisk Vej gaa freIn ganske paa samme Maade, som for>an
angivet. Dette er nærmere' oplyst ved et Eksempel.

Ekspl. 12. Igennem, fem. 'indbyrdes fastforbundne
Punkter virke fenlKræfter P 1 - 50 kg, P2 30 ,kg,
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Ps = 70 kg, J:4 = 90 kg og P 5 ',60 kg, af ,hvilke P t ,

Ps og P 4 virke lodretnerlad og de "andre, lodret •• opad
(se Fig. 22), 'De givne Kræfter skære Linien A E som.,
er vinkelret paa dem, i Punkterne A, B, C, D og E, hvis
Beliggenhed er bestemt derved, at .

AB " 50 cm, AC === 120 cm,AD= 210 cm og AE - 320 cm.

Man skal bestemme de givne Kræfters Resultant.

Hvorledes dette, gøres grafisk, er vist paa Fig. <22.

Kraftpolygonen(se Fig. 22 b) bliver en ret Linie, og
Resultanten R findes i Størrelse og Retqing som Linien 05,

altsaa som de enkelte Kræfters algebraiske Sum. ,Til'Pol er
valgt et vilkaarligt Punkt p,hvorfra Polstraalerne'," ere
tegnede ,til Kraftpolygonens' Vinkelspidser. ,Endelig "h~r

man ved Linier parallele med Polstraalerne dannetStang~

polygonen l Il 111 IV V VI, og Resultantens Beliggenhed
er altsaa bestemt derved, at den skal gaa gennem •VI,

som er Skæringspunktet imellem første og sidste Stang
polygonside.

Af dette Eksempel fremgaar det, at man, hvis, lnan.
ønske~e at bestemme disse Kræfters Resultant R ved Be
regning, str~ks kunde finde dens Størrelse ,og Retning ved
at, addere Kræfterne, somnaturligvismaa regnes med
Fortegn, de lodret nedad virkende positive og 'de lodret
opad virkende negative eller omvendt.

Man 'har ,altsaa, R P1 ,+ P2 + Ps +P 4 +P5.

R~sultantensBeliggenhed kan findes ved denLi~niIlg,
som angiver, at Sumnlen af de enkelte Kræfters Momenter
med Hensyn til .et eller andet vilkaarlig valgt Punkt er
lige saa stor som Resultantens Moment med" Hensyn til
dette Punkt. Vælger. man f. ·Eks. •paa Linien A E et
Punkt· F til venstre for samtlige Kræfter og' 10 'cm fra A
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ti1,Momen.tpunkt, bliver Momentiighingen', naar Kræfternes
Afstande fra F betegnes ved henholdsvisa1 , a2 ,aS , a4 og a5'

P l al + P 2a2 + Psas +P 4a4 +Poa5

=== (Pl +P2 + Ps + P 4 + P 5) x,

hvor x angiver Punktet F's Afstand fra I\ræfternes Re
sultant R,

Af ",Ligningen faar man

x === Plal + P 2a2 + Psas + P 4a4 + P5a5
P l +P 2 + Ps +P 4 + P 5

Inoaætterman i de anførte Ligninger P
1

=== +50, P 2 '

--:- 30". ,Ps.",,· ,,+70,P4 === + 90 og P 5 - -- 60, samt
a t ;= JO" a2 - 60, as,'." 130, a4 ..- 220 og a5 === '330,
faar man

R === 50 -'30 + 70 +,90 -60 === 120· kg

og

50.10-30.60+70.130+ 90.220-60.330
X= . 65cm.

120

x er her positiv, og Resultanten ligger altsaa til højre
for F i Afstanden 65 cm derfra. Var xbleven negativ,
maatte man have afsat Værdien for x,fraFtil venstre Side.

Rigtigheden af denne Fremgangsll1aade til Bestemmelse
af Resultantens Beliggenhed kan indses saaledes:

Det vil ikke forandre noget i Systemet af de virkende
Kræfter, om man i F tilføjer to Kræfter af Størrelse P l ,

men virkende i modsatte Retninger. Den ene af disse
(her den opad virkende) vil med P l gennem A danne et
Kraftpar af Størrelse ,Plal, og den enkelte Kraft, PI
gennem A eraltsaa ,erstattet ved dette Kraftpar og en
enkelt Kraft P1 virkende gennem F. Paa' samme Maade
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kan man erstatt~ de øvrige Kræfter ved Kraftpar afStørrelse
henholdsvis P 2 a 2 ,PS a S ' P 4 a4 og P 5 a 5 satntenkelte
Kræfter af Størrelse P 2 , Ps, P4 og Po. De sidste virke
gennem F og danne medP1 en Resulta.nt RderigenIiem.
Anbringer man nu i et Punkt G, som ligger i Linien
E F i en endnu ubekendt Afstand x fra F, to ligestore
Kræfter R, som virke i modsatte Retninger i en Linie,
der er parallel med Kraftlinierne, vil den ene af disse to
Kræfter R med R gennem F danne et Kraftpar, som
vil ophæv~ den samlede Virkning af ,d~ fem Kraftpar
Pla p P 2a2, Psas, P 4a4 og P5a5' naar blot LigningeJl

R x '. Plal + P2a2 + Psas +P 4a4 + P5a5
er 'tilfredsstillet.

Ligger altsaa R i den Afstand x, som -findes af denne
Mbmentligning, vil Virkningen af samtlige' Kraftparvære
hævet, og tilbage bliver kun den gennem G virkende
Kraft R, som saaledes bliver samtlige Kræfters Resultant.

Foranstaaende Fremgangsmaade anv'endes til1ige,naar
man, ved Beregning vil bestemme den samlede Virkning
af flere Kræfter, som virke i forskellige Retninger, og som
ikke skære hverandre i eet Punkt. Man opløser nemlig i
saa Fald alle Kræfterne efter to paa.hin~nden vinkelrette
Retninger og ikke som ved .den grafiske Metode ,i vilkaar
lige Retninger.

Skal man saaledes finde Resultanten, af Kræfterne P 1 ,

P2 , ,Ps og 'P4 (Fig. 23), der ere givne i Størrelse samt
iøvrigtbestemteved, l)·at skullegaa gennem derned
hvet'andre fast forbundne Punkter 1, 2~, 3 og 4, hvis, Be...
liggenhed er, angiven ved deres Afstande fra to pa~ hil1,
anden vinkelrette Linier OX og OY, nemlig:
Punkt 1 ved Afstanden Xl fra OY og Afstanden Yl fraOX

2 ~ ~

3 Xs - Ys

4 ~ ~
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(x'erne kaldes Punkternes Abscisser og regnes positive
til højre for Ordinataksen Oy, og negative til venstre
derfor, medens y'erne. kaldes Ordinater og regnes posItIve
over Abscisseaksen OX og negative under den), og 2) ved
deres Vinkler med OX og O Y ne~lig:

P l ved L. ul med ,OX <?g ved L. vl med () Y

P2 L. u2 L. v2

Ps L. Us L. Vs

P 4 L. U4 L. v4

saa opløser man hver Kraft for sig i dens Angrebspunkt
efter de to Retninger OX og OY: Derved blive

Pl's Komposanter Xl ' P l cos Ul og Y l ,' , Pi cos Vl ,

P 2's X 2 P 2 cos u2 og Y2 P 2 cos v2 ,

Ps's X s Ps cos Us og Ys Ps cos v3~

P 4's X 4 -- P 4 cos u4 ogY4 P 4 cos v4•

De vandrette Komposanter faa en vandret Resultant

og de lodrette Komposanter en lodret Resultant

Beliggenheden af R x · bestemmes, derve~d, at- dens
Moment med Hensyn til et vilkaarligtPunkt i Phinet t

f.Eks. O} skal være lig med Summen af dens Komposanters
Momenter med Hensyn til samme --Punkt. Kaldes dens
Afstand fra O for y} bestemmer man altsaadens-Beliggen
hed ved Hjælp af Ligningen
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Paa samme Maade finder man den Afstand x, hvori
Ry ligger fra O, at være

Rtx! og Ry, som virke henholdsvis i en vandret og en
lodret Linie, skære hinanden i' det Punkt,der erbe-stemt
ved Koordinaterne x, og y, og herigennem maaaltsaa
deres Resul~antR gaa. Størrelsen af· denne, som saaledes
bliver Resultanten af de fire givne Kræfter, beregnes af
Ligningen

R2 R x 2 + R y2, hvoraf R "V R x2+ R y2.

Dens Retning findes af

Rx Ry
cos.u R og cos v === R"

naar u og' v betegne R's Vinkler med henholdsvis Ox'
og OY.

De "fundne Værdier for R; u og v ere de samme, som
man vilde faa, naar de fire givne' Kræfter skar hverandre
i eet Punkt.

Er enten R x eller Ry Nul, vil den af dem, som ikke er
Nul, ·i Størrelse være. Resultanten af de givne. Kræfter,
medens dens Beliggenhed findes ved at sætte SUlJlmen' af
Momenterne af saavel de lodrette som de vandrette Kom..
posanter lig med Resultantens, Moment meclHensyn til
Punktet O.

Erebaade Rxog Ry Nul, er der enten Ligevægt, eller
Kr~fterneerstattes_af e~Kraftpar. Ligevægt. finder, Sted,
naar Summen af Momel1terne af alle'Komposanterne er
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X 5 --- P5 cos u 5 - 120· cos 90° - o·'00

35, 00

Y7'94

+ 46'99

+ (20,00

50 cos 70°.= +<17'10

30 cos 60° === + 15'00

70 cos 1200 =

90 cos 150° ___

Xl-Pl cos Ul -

X 2 = P 2 cos U 2

X g === Ps cos Ug

X 4 .... P 4 cos U
4

-_

R x .-- SO, 84.

Y1 .' P l , cos VI - 50'cos 200

Y2, - P2 cos v2 == 30 cos 150° .- 95
~ '98

Ya = P g COSV3= 70 cos 300 ..•... + 60'62

Y4 P4 cosv4 == 90 cos 1200 45, 00

17'10· 10 + 15 · 12 -35. 14 -77, 94. 13 +0 .1S.
- 80'84

14:'25 c'tn.

Man .skal· ··finde Størrelse, Retning og .Beliggenhed af
de fem Kræfters Resultant.

Ry == + 156, 63'

R - Y R x2+Ry2 Y80,sl -+:- 156df32 . 176'3'

SO, 84 '
cos U -- 176,3; U == 117, gO (tJ70 lS'J.

, ... 156 •...... ... ,
cos v , +176,6

3
3; V - 27'330 (270 19'48/1).

Y== Xl ·Yl + X 2 ·Y2 +X3 'Ys +X4 ·Y4 + X 5 .Y5
R x
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Nul med Hensyn til Punktet O. Er dette ikke Tilfældet,
vil Størrelsen af Momentsummen netop angive Størrelsen
af det Kraftpar, som erstatter de givne Kræfter.

De <tre Betingelser for Ligevægtere altsaa:'

1) at Summen af Kræfternes vandrette Komposanter skal
være Nul.

2) at Summen af Kræfternes lodrette Komposanter skal
være Nul.

3) at Summen af alle KomposanternesMomenter' med
Hensyn til etvilkaarligt Punkt i Planet skal være
Nul eller, hvad der er det samme, at Summen af
selve Kræfternes Momenter skal være" Nul,

thi en Krafts Moment er lig med Summen af
dens Komposanters~ Mo nlenter med Hensyn til
samme Punkt. Dette indsessaaledes: ,Paa <Fig. 24 er
P's Komposanter X og Y O's Afstande ,fra disse Kræfter
og" fra A ere henholdsvis a, b, c og d. X danner Lv
med P og L u med AO. Da X P cos v, YP sin v,
b - d sin u, c -d cos u og a ..' d sin (v -u), .vil det
vise sig, at Yc ~ X b. P a,naarde. for de enk~lte

Størrelser fundne Værdier indsættes i .denne Ligning.
I de forannævnte Ligningrr maa saavel

Kræfter som Momenter indsættes med deres
respektive Fortegn.

Eksp1. 13. I · fem ,. indbyrdes fast forbundne Punkter
1, 2, 3, 4 og 5, hvis. Koordinater ere .henholdsvis

5cm; X2. 9cm;xg-17cm; X4 ... 20cm; X5 .. ·t5cm;
Y1~10cm;Y2.12cm;Yg14cm;>Y4.•. 13cll1;Y5 18cm ,

virke fem ,·Kræfter P1 -50 kg, P 2 30 kg, P 3 70kg,
P4 .' 90kgogP5 •. 120 kg, hvis <Retninger erebestemteved

Ut 700; u260o; Us ···.··.····120°; U 4 ··150°; 'U 5 90o;
Vi "'20o;v2 •.•.•... '150°; VB. 'SOO';V4 .. ' .1200 ; 0°.
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Man faar herefter

U j 900; U2 - 0°; Ug - 180°; u 4 90o';

v10o; v 2 ·· 90°; v 3 90°; v~ == 180°.

X 1 - + 3 ,m; x 2 ,.. + 2 m; x 3 - - 1 m; x 4 == -- 2m

Yl +1'm;Y2-- 1 m;Y3==-3 m;Y4-+2m

R x P1 cos ul + P2 cos U2+P1cos u3 + P4 cos u 4 ~. 0,

Ry = PI cos VI + P2 cos V 2 + Ps cos v3 + P4 cos v4 - 3000,

nlenter. Regnes den ved Kraften P l'S Moment bestemte
Omdrejningsretning for positiv, faar man

R. x === 4000.3 + 2000.1 - 2000 . 3 + 1000 .2 == 10000.

D R 000 br 10a . - 3 ., Iver x == S-.

Da Momentet 10000 kgm er positivt og R virker opad,
maa x afsættes fra Begyndels~spunktethenad Abscisseaksen
til højre, hvorved R's Beliggenhed er bestemt.

Parallele Kræfters Sammensætning, som i det fore
gaaende er nærmere omtalt i Eksp1. 12, finder bl. a. An
vendelse ved Bestemmelsen af Liniers og Fladers
Tyngdepunkt.

Forinden mere indviklede Tilfælde behandles, skal
Beliggenheden af Tyngdepunkterne i siJnplere Linie- og
Arealformer findes, idet man skal minde. om, at .Ty~gde

punktet er det Punkt, hvorom vedkommende Linie, Flade
eller Legeme vil være i Ligevægt i en hvilkensomhelst
St'illing, og hvorigennem altsaa Liniens,F)adens eller
Legemets Størrelse kan tænkes virkende som en Kraft.
Kan man gennem vedkommende Linie eller Areal, hvis
Tyngdepunkt skal findes, lægge <en Linie, som deler Linien
·ellerArealet symmetrisk, ligger .Tyngdepunktet . i denne
Linie, som kaldes en Symmetrilinie. Findes der to Symme
trilinier, bliver disses Skæringspunkt Figurens Tyngde
punkt.

En ret Linies Tyngdepunkt er dens Midtpunkt.
En brudt LiniesTyngdepunkt findes ved Kraft

polygon og Stangpolygon, som vist· paaFig. 25, idet
man tænker sig. de enkelte Siders Længder virkende som
'Kræfter i Sidernes Midtpunkter, først lodret og dernæst

vandr:t l, Stedetfotat·t~gn~tQl(raftpolY%0tler,enfor
hver af disse >Kr.aftretninger,.· tegnerman~ kun'een, s'om sam-
men med Polstraalerne tænkes drejet 900. Sidernei .Stang-

R 3000 kg.

til to. Akser,. hvoraf den ene er vandret med positiv Ret
ning til højre, den anden lodret med positiv' Retning
opad. Kræfternes .Vinkler med disse Aksers positive Ret
ninger ere

X Y1' Xl + Y2 · X2 + Y3 . X 3 + Y4: . X 4 + Y 5 • x 5

Ry

= 46'99. 5 - 25'98.9 + 60'62.17 -- 45 .20 + 120.15
156, 63

. + 12'33 cm.

Ekspl. 14. Man skal finde Resultanten af Kræfterne

PI = 4000 kg, P 2 - 2000 kg, Ps - 2000 kg og
P 4 = 1000 kg, som angribe i Punkterne 1, 2, 3 og 4,
der ere bestemte ved Koordinaterne

altsaa

Til Bestemmelse af Resultantens Beliggenhed. op
stilles Momentligningen med Hensyn til Koordinaternes
Begyndelsespunkt, og ma·o nlaa i dette Eksempel, hvor

R x · O, t,age Summen af samtlige Komposanters Mo-
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Paa lignende Maade findes

Adderes alle disse Ligninger, faar man

b x;;=== r (sl+ s2 + s3 + s4 + ... .) = rk

b r
k x

eller

En Cirkelbues Tyngdepunkt kan findes ved
samme Proportion, kun at b da betyder Cirkelbuens.
Længde, r Cirklens Radius og k Korden mellem Cirkel
buens Endepunkter, som vist paa Fig. 28. Det er ofte
bekvemt eller nødvendigt f. Eks., naar Buens Længde er
mindre end Radius, at benytte et Multiplum af Buens.
Længde' i Stedet for selve Længden, men man maa da
samtidig bruge det· samme Multiplum af Kordens Længde.

Kender man Buens Radius r og dens Centervinkel v,
kan Tyngdepunktets Afstand x fra O findes af ovenangivne

kr
x === -b'

Konstruktionen kan nu udføres saaledes (Fig. 27):'
Fra O afsættes henad O.DStykketOR === r; i R op
rejses en Linie PR vinkelret paa OD. Om, O som Cen
trum slaas med b som Radius en Cirkelbue til .Skæring
med P R.Skæringspunktet P forbindes med O og henad.
OP afsættes OK- k. Linien KT tegnes parallel med
P R, og T ~~~a det søgte Tyngdepunkt. Af de lige
dannede Trekanter OTK og O,RP faar man nemlig

OP OR ..... b r
OK===OT' eller/i ===x'

k. 2r sin~ og b =~;;,

erb . x, naar x er Tyngdepunktets Afstand fra O. Lig
ningen bliver .derved til

naar deri indsættes

Ligning, hvoraf .

(1)
b r
/i-X-'

s r
- ===. h- eller s h2 === r s2'
S2 2 . '

polygonen l' II' III' lVI VI ville da 'blive vinkelrette paa
de tilsvarende i Stangpolygonen J 11 111 IV V. De to
Resultantlinier ere R og RI, og deres Sk~ringspunkt T
det søgte 'ryngdepunkt.

Den paa Fig. 26 viste brudte Linie er en D el af
en regelmæsig Mangekants Omkreds. Da den
brudte Linie deles i to symmetriske Halvdele ved Linien
OD,maa Tyngdepunktet ligge i denne. Dets Afstand fra
Centrum O for den inds'krevne Cirkel findes som fjerde
Proportional til de tre Størrelser b, k .og r, der betegne
henholdsvis. den brudte Linies Længde, dens Projektion
paa Linien MN, der er vinkelret paa OD, og Radius til
den i den brudte Linie indskrevne Cirkel. Proportionen'
bliver

Kaldes nemlig de enkelte Sider'. i Mangekanten s og

deres Projektioner paa A G henholdsvis sl' s2' s3' s4 .. ·
samt Afstandene fra Sidernes Midtpunkter til M N for hl'
h2, h3, h4 .•• , har man, idet ti B C H C\.:) ti· J O L,

l

sh1+ sh2+ sh3 +sh4 +... =rsi + rS2+~S3 + rS4 +...
Venstre Side af denne Ligning er Summen af de enkelte

Siders Momenter med Hensyn til O, naar .Siderne tænkes
virkende som Kræfter i vandret Retning. Denne Moment
sum kan da erstattes ved den brudte Linies Moment, der
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hvorved

Centervinklen v findes af

Trekantens Tyngdepunkt er -Medianernes Skæ
ringspunkt. I dette Punkt dele de hverandre i to Stykker,
af hvilke det mindste er Halvdelen af det største. Antages
~ABC (Fig. 29) ved Linier parallele med Ae delt i ganske
smalle Strimler, ville disses T'yngdepunkter alle ligge i
Medianen B D; ved samme Betragtning indses det, at
Tyngdepunktet ogsaa maa ligge i A E, altsaa i Skærings
punktet T mellem B D og AE.

Parall.elogrammets Tyngdepunkt er Skærings
punktet mellem Diagonalerne, da disse hver for sig dele
det i to kongruente Trekanter, hvis Tyngdepunkter ligge
i lige store Afstande fra vedkommende Diagonal.

Trapezets Tyngdepunkt T maa dels ligge i den
Linie E F (se Fig. 30), der forbinder Midtpunkterne af
A B og CD, idet Trapezet ligesom Trekanten kan
tænkes delt i smalle Strimler ved Linier paral1ele med
de to parallele Sider, dels i Forbindelseslinjen mellem
6 A B D's og ~ D B C's 1~yngdepunkter T1 og .T2 .

Tyngdepunktet T bliver da Skæringspunktet mellem
disse to Linier. En anden og noget lettere Maade at
finde dette Tyngdepunkt paa, er vist paa Fig. 31, hvor

B HFD C og GD.:/ AB. T er Skæringspunktet mel

lem G H og Linien E F, som forbinder Midtpunkterne af
AB og DC.

Naar Trapezets parallele Sider kaldes a og b samt
<iets Højde h,. og Tyngdepunktets Afstand fra C D betegnes
ved x, har rnan, da 6. G T F C'J 6 EHT,

x' b+ t a h 2 b a
h-x=a+fb' hvoraf x=[" a

Polygonens Tyngdepunkt. Ved Diagonaler fra
en Vinkelspids deles Polygonen i Trekanter, hvis Arealer
og Tyngdepunkter først findes. Dernæst anbringer man
Kræfter ·proportionale med Arealerne i de respektive

3

rev

11'12 cm.
12.15
16, 19

x ,(n r V),. =
180

re-rv

1800

. 1 _~_15~~.
SIn 2" V ---: 2r - 24 - 8 '

2r2 sin ~ 360 r sin ~2'
2

Vil man bestemme
kaarligkrumLinie, n1aaman
smaa, at de kunne betragtes
Linier. Tyngdepunkterne'. for

bestemmes hele

Eksp1. 15. Hvorlangt fra Centrum ligger 'Tyngde
punktet i ·en Cirkelbue, hvis Radius er 12 cm og hvis Korde

er 15 cm?

Kender mani Stedet for Radius og Centervinklen
enten Radius og Korden eller Korden ogCen,tervinklen,
vil Buens Tyngdepunkt ogsaa let kunne findes. ved

Ligning (1).
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og dernæst dets Afstand x fra den lodrette Linie OB ved

Xl=2m; X 2 ,10 m ; xs -18m; x4 -==16m; x5==8m;

y 1 ===tl0 m ; Y2-14ni; Ys=12m; Y4- 6m ; Y5===2111.

Ekspl. 16. Bestem ad grafisk Vej Tyngdepunktet for
en uregehnæssig Femkant, hvis Vinkelspidser ere angivne

. ved Koordinaterne:

Eksp1. 17. Find Tyngdepunktets Beliggenhed i det
paa Fig. 32 viste Tværsnit af et Vinkeljærn.

Ved den punkterede Linie deles Arealet i to Rekt-
. . . .. 2

angler, det ene paa 800 mm2 og det andet paa 1100 mm .
Gøres o til Momentpunkt, finder man først Tyngde

punktets Afstand y fra den vandrette Linie O A ved

Momentligningen:

CM===-i-CD; CK===--.ADB; CL=AB;

K ~1 og T L l- CD. T er det søgte Tyngdepunkt.

Cirkeludsnittets Tyngd~punkt.

Ethvert Cirkeludsnit kan ved Radier deles i et vilkaar
ligt Antalligestore smaa Cirkeludsnit, der kunne betragtes
som Trekanter, hvis Tyngdepunkter alle ligge i en Af
stand fra Cirklens Centrum af -i- r, idet r er Cirklens
Radius, altsaa i en Cirkelbue med Radius -i- r. Cirkelud
snittets Tyngdepunkt macy følgelig være det samine som
Tyngdepunktet af denne Bue. Hvorledes dette findes, er
tidligere vist.

Konstruktionen er angiven paa Fig. 33.

Cirkelafsnittets Tyngdepunkt.
Da Cirkelafsnittet kan deles symmetrisk af en Radius,

vil dets Tyngdepunkt komrrte til at ligge i denne Radius,
men det maa ogsaa ligge i en anden ret Linie, der kan
findes paa følgende Maade:

Cirkelafsnittet er DifferensennIellem et Cirkeludsnit .
og en Trekant. Disse Arealer tænker man sig virkende
som Kræfter i deres respektive Tyngdepunkter vinkelret
paa den ollltalte Symmetriradius, men i modsatte Retninger.
Beliggenheden af disse Kræfters Resultant, hvis Størrelse
er deres Differens, altsaa· Cirkelafsnittets Areal, bestemmes
derefter enten grafisk ved Kraftpolygon og Stangpolygon
eller ad Beregningens Vej derved, at man opstiller Moment
ligningen f. Eks. med Hensyn. til Centrum for Cirkelbuen
som Momentpunkt. Hvor denne Resultantlinie skærer
Symmetriradien, findes 1"'yngdepunktet.

.Y === 39'7 mnl,

1100.65 (800 + 1100) y,800.5

800 . 40 + 1tOO . 5 === (800 + 1100) x,

hvoraf

Tyngdepunkter virkende først .lodret og derefter vandret,
hvorpaa det fælles Tyngdepunkt (Polygonens Tyngde
punkt) bestemmes ved Kraftpolygon og Stangpolygon paa
samme Maade som den -brudte Linies Tyngdepunkt.

Ved mere indviklede Arealformer maa man gaa frem
paa samme Maad'e, idet de deles i Arealer, hvis Størrelser

og Tyngdepunkter let kunne findes.

I den første Ligning er Kraftretningen forudsat vand

ret, i den sidste lodret.

hvoraf x-19'7 mm.
Ekspl. 18. Bestem Tyngdepunktet af et Cirkelafsnit}

hvis Radius er 36 cm og hvis Korde er 44 cm. Center
vinklen. er mindre end 1800 (Fig. 34).

3*
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22 11
SIn v - 36 - 18' v 37'67°·

n r. 2 v n . 36 . 37'67° 2 n . 37'67
,-.. AB'= 180 == 900 - 5

- 47'33 cm;

C D = -V 362 - 222 = 28'49 cln;

D. A B C == t .44 .28'49 == 626'9 cm
2

;

Udsnit A E B C = t. 36 .47'33 == 852'2 cm2
;

Afsnit A E B D == 225'2 em2
.

Betegne Ti og T2 henholdsvis Udsnittets og Trekan
tens Tyngdepunkter, har ma~ ifølge Ligning (1) (se S. 30)

C 2. 44 - 22
T1 = 3-. 36 . 47'3~ - '30 cm,

2
C T2 - 3 .28'49 19'00 cm.

Momentligningen med Hensyn til C bliver

852'2 . 22'30 -- 626'9 .. 19'00 -x · 225"2'

hvoraf

C T - x - 31 '4S enl.

Tyngdepunktet for et af to Radier begrænset S t Yk k e
af en Cirkelring bestemmes paa lignende Maade, da
dette Areal er Differensen nleIIem toCirkeludsnit.

Endnu skal i Forbindelse med det foregaaende omtales,
hvorledes man tilnærmelsesvis' ved Beregning kan be
stemme· Tyngdepunktet af et· •..vilk<larligt ..Areal.

Hertil benyttes den saakaldte "Simpsons FOTIIlel u
•
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Fig. 35 viser et Areal begrænset af to parallele rette
Linier og to krumme Linier.

Der anbringes to paa hinanden vinkelrette Akser, af
hvilke Y-Aksen falder sammen· med en af de rette Be
grænsningslinier. Afstanden mellem disse Begrænsnings
linier deles i et lige Antal lige store Dele, her otte, og
gennem Delingspunkterne tegnes Linier parallelemed
Y-Aksen. De Stykker af disse Linier, som afskæres inden
for Arealets Omkreds, 'ere betegnede ved henholdsvis ao,
at' a2 ··· as, medens Afstanden mellem dem er kaldt m.

Arealet er da ifølge "Simpsons FormelIl

Er ingen Del af Arealets Onlkreds retliniet, blive ao og
as begge O.

Har Omkredsen skarpe Knæk eller stærke Krum
ninger, foretrækker man for Nøjagtighedens Skyld at dele
Arealet i flere andre ved parallele Linier paa disse Steder
og derefter beregne' hvert Areal. for sig ved "Simpsons
Formel j

(. ffl" vil i saa Fald sandsynligvis have forskellige
Værdier ved de forskellige Arealer, hvori det oprindelige
Areal er delt.

Kaldes Tyngdepunktets X-Koordinat x, findes den af
Ligningen

m .
A .x - 3- (ao . O . m + 4 al . 1 . 111 + 2a2 . 2 . m + 4a3 • 3 . m

+2a4 · 4 .tn+4a5 • 5. m+2a6 . 6. m+4a7 . 7. m+as . 8. m)

at være

X= m (ao.O +4al·1 + 2a2.2 + 4al).3+2a4·4+4a5·5+ 2a6·6+4a7.7 +as.8)

ao+ 4a1 + 2a2 + 4a3 + 2a4 + 4a5 + 2a6 + 4a7 + as'
(3)
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medens .Y-Koordinaten ~y findes af Ligningen

m
A. Y - 3(00 ·Yo +4al 'Yl + 2a2 'Y2 +4as .Ys+2a4 ·Y4 +

4a5 · Y5 + 2a6 .Y6 + 4a7 ·Y7 + as· ~Ys),

hvor Yo, Yl,· Y2 ... ere Afstandene fra X-Aksen til Midt.:.
punkterne af henholdsvis ao, al' a2 o. s. V., at være

)J = lloJlo+4at·Yt+2a.2·Y2+4aa ·Y3+2a,.y4+4aS·YS+2a6·Y6+4a7 'Y7 las ·Ys
ao + 4a l + 2a2 + 4a 3 + .2a4 + 4a5 +2a6 + 4a 7 + as'

(4)

Ekspl. 19. Er ao - 6, o mm, al == 21'8 mm, a 2 ==
24,0 mm, as - 25'0 mm, a4 == 25'0 mm, a 5 == 25'4 mm, a6 -

. 23'4 mm, a7 === 16,s mm, as == 6'2 mm, m == 6 mm,
kan Beregningen skematisk udføres saaledes:

ao = 6'0 11 6'0 0'0 I Yo = 19'4 I

al 21,s 4 87'2 1 87'2 Yl 18'9 87'2 1648,os

a 2 - 24'0 2 48'0 2 96'0 Y2 -18'6 48'0 892,so

as - 25'0 4 100,0 3 300'0 Ys . 19'2 100,0 1920Joo

a4.- 25'0 2 50'0 4 2°°'0 Y4 -19'4 5o,0 970,-00

a 5 === 25, 4 4 101 '6 5 I 508'0 J'G - 19,s 101 '6 2011 '6S

a 6 - 23'4
1 2 46,s 6 280,s ~Y6 == 19'8 46,s 926'64

a7 - 16,s 41 67'2.7 470'4 .Y7 . 19'8 67'2 1330'56

(1,8= 6'2 1 6'2 8 49'61 Y8=20,2 6'2 125'24

I \513'0 I \1992,0 I I 513'0 I 9941'40

_ 1992_ 1992_ . _ 9941'4_ .
X - 111,. 513 --6. 513 -23'3 mm, y - 513---- 19'4 mm,

m
A · 3. 513 •. 1026 mm2.
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Et noget nøjagtigere Resultat vilde selvfølgelig være
opnaaet, ifald man havde behandlet Arealerne mellem a o
og al samt mellem a7 og as hvert for sig efter "Simpsons
F ormel ll ved her at dele m i f. Eks. seks ligestore Dele.

2. Understøtningspunkter og disses Modstande.

Naar et System af givne Kræfter ikke er i Ligevægt,
vil en Bevægelse af Systemet finde Sted, hvis der ikke
ydes tilstrækkelig Modstand herimod i eet eller flere Punkter.
Disse Punkter, der kaldes Understøtningspunkter, kunne
enten være sinl pI e U ud ers tøtning s pu nk ter, Om
drejningspunkter eller Indspændinger. De Mod
stande eller, som de.ogsaa kaldes, Reaktioner, som Under
støtningspunkterne yde, ere selv Kræfter.

De simple Understøtningspunkter kunne kun yde
Modstand mod Tryk og kun i een bestemt Retning, nemlig
vinkelret paa den understøttende Flacle, medensOmdrej
ningspunkter kunne gøre Modstand i alle Retninger saavel
mod Tryk som mod Træk. Indspændinger kunne yde
Modstand i alle Retninger og tillige modsætte sig en
Drejning af Systemet.

Er der e et U n de rs tøtnings p unk t, vil Betingelsen
for Ligevægt være, at Resultanten af de givne Kræfter
gaar gennem dette Punkt. Det kan være et simpelt Under
støtningspunkt, naar Resultantens Linie virker vinkelret ind
irnodden understøttende Flade, men ellers maa det være
et Omdrejningspunkt. Gaar Resultanten ikke gennenl
Understøtningspunktet, vil Modstanden vel være lige saa
stor som Resultanten .af Kræfterne og modsat denne, Ulen
den vil virke i en med Resultanten parallel Linie, hvor
ved ·Resultant og Modstand komme til at danne et Kraft
par, hvorfor Understøtningen maa være en Indspændillg.

Har Konstruktionen to U nd er støt ningspun kter,
\ kunne disse enten være simple Understøtningspunkter eller
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det ene af deln kan være et Omdrejningspunkt eller en
Indspænding, eller de kunne begge være Omdrejnings
punkter eller Indspændinger.Betingelsen for Ligevægt
vil i de tre første Tilfælde være, at de to Modstande og
Resultanten af de givne Kræfter skære hverandre i eet
Punkt, og derved kunne Modstandene bestemmes. Denne
Betingelse vil altid være opfyldt, naar beggeUnderstøt
ningspunkter ere Omdrejningspunkter, Indspændinger, eller
Kombination af disse 2 Slags Understøtninger, men
man vil i dette Tilfælde ikke kunne vide noget -om Ret
ningen for de Modstande, som de yde, da de begge kunne
gøre Modstand i alle mulige Retninger. Blandt andet bør
af denne Grund,naar der haves flere Understøtnings
punkter, kun eet af dem være et Omdrejningspunkt og de
andre simple Understøtningspunkter. Indspændinger an
vendes sædvanlig kun, naar der kun anvendes een Un
derstøtning.

. EkspL 20. r:n Obelisk (Fig. 36) af Vægt P1 skal ved
Drejning om A rejses paa sin Sokkel ved. Anvendelse af
Kraften P 2 i Obeliskens Top, idet Glidning forhindres ved
Hjælp af en Kraft P 3 i A. P1 's og P3's Størrelser samt
P2's Retning ere bekendte, llledens P 2's Størrelse og
P3's Retning skulle findes.

Kræfterne Pi' gennem Obeliskens Tyngdepunkt T, og
P 2 skære hinanden i B, og Reaktionen fra Understøt
ningen A maa saaledes virke ~fter A B. Paa Fig. 36 b

angiver Trekanten O1 2, hvis Sider ere parallele med hen..
holdsvis P1,P2 og AB, Ligevægten mellem de to nævnte
Kræfter og Reaktionen. Den sidste ;dO er derpaa, opløst
i to Komposanter, den ene lodret og den anden af
Størrelse P 3 • Cirkelbuell nl,ed' Radius 08 Ps skærer
den lodrette Linie gennem 2 i Punkterne /3 og Bi, og man
faar saaledes to Løsning·er. Resultatet bliver, at lUan, for
uden gennem C at virke med 'et Træk P2 af Størrelse og

41

Retning 12, tillige maa 'virke gennenl A enten med en
Kraft P3 .af Størrelse, og Retning 80- eller med P'g, hvis
Størrelse og Retning er 3'0. Fundamentet modtager i begge
Tilfælde et lodret Tryk, hvis Størrelse er henholdsvis 32

og 3'2, og det maa altsaa kunne yde en Modstand lodret
opad af samme Størrelse.

Ekspl. 21. En Svingkran, som vist paa Fig. 37, er støttet
Sporlejet A og ved Halslejet B. Kranens Egenvægt er

Pl' og Byrden P2• Modstandene i A og B skulle findes.
Det vil være nødvendigt først at kende Beliggenheden

af Resultanten af PI og P 2 ; denne er funden paa sæd
vanlig Maade ved Kraftpolygon og Stangpolygon og er i
Beliggenhed angiven ved P3' medens dens Størrelse er
02. Da Modstanden P 4 gennem B kun kan være .vandret,
maa Modstanden P5 ,gennem A virke i Linien A C.
Ligevægten mellem P 3 og disse to Modstande er angiven
ved ~ 024, hvor 24 og 40 angive Størrelse og Retning
af henholdsvis P4 og P5• P 5 (40) er atter opløst i Kom
posanterne P6 (46) og P7 (60), hvoraf ses, at Fundanlentet,
foruden i A at optage den samlede Vægt af Kran og
Byrde, tillige maa kunne hindre, at Kraftparret P

3
,P6

vælter Kranen. (Modstanden mod Væltning er netop ud
trykt ved Kraftparret P 4 , P 7 , S0111 er lige sJort med, men
modsat P3 , P 6).

Ekspl. 22. Fig. 38 viser en Svingkran, sonl bestaar
af en faststaaende Stamme og .en herom drejelig Del, der
ved A er ophængt paa en 'fap, medens den ved B gen
nem en konisk Rulle støtter sig til den nederste Del af
Stammen, der er tildannet SOlTI en Keglestub. Vægten af
den bevægelige Del af Kranen er PI ,og Byrden er Fr.).
Modstandene ønskes bestemte. ....

PI og P2 ere sammensatte til Resultanten P a, der
skal holde Ligevægt med Modstandene P 4 gennem Aog
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Po gennem B. Tages der ikke Hensyn til Gnidnings
modstanden, vil P

5
virke vinkelret paa den Frembringer,

efter hvilken Keglefladerne berøre hinanden, og P4's Be
liggenhed vil da 'være bestemt derved, at den skal gaa
gennem A og Skæringspunktet C mellem P 3 og P5·'

P4,'s og P5's Størrelser ere fundne paa Fig. 38b som 24

og 40. Fremdeles er P4, (24) opløst i Ps (28) og P g (84),

medens P
5

(4U) er opløst i P 6 (46) og P7 (60). Den sam
lede Vægt af den bevægelige Del af Kranen og af Byrden
optages altsaa' dels gennem Tappen ved A og dels af
Keglefladen i B, hvorhos der ved Kranstammens Befæstelse
maa kunne tilvejebringes et Kraftpar i det nlindste af

StørrelseP7'Ps, for at Kranen ikke skal vælte.
Lader Inan Frembringerne i Keglefladen danne en

meo-et stor Vinkel med Stammens Midtlinie (Aksen), vil det
b .

rfilfælde kunne indtræde, at Punktet C kommer til at
ligge højere end A. I saa Fald vil P 4 virke fra. højre Side
nedad mod venstre, og dens Komposant Pg"'s Retning
bliver lodret nedad. Kranens bevægelige Del vil da have
Tilbøjelighed til at løfte sig af l"appen ved A, hvilket
maa forhindres ved Taplejets Konstruktion. Det samme
vil kunne indtræffe ved en Forøgelse af Byrden, hvorfor
man ogsaa af denne Grund altid bør undersøge Forholdene

med den størst mulige Byrde for øje.

3. Bjælke!' og Ak$le!'.

Bjælker ere i Almindelighed prismatiske Legemer, der
forekomme saavel i Bygnings- som Mas,kinkonstruktioner,
medens Akslerne i Regelen ere Omc1rejningslegemer} og de
anvendes kun iMaskinkonstruktioner. Saavel Akslerne som
Bjælkerne maa understøttes mindst i to Punkter, medens
d~ iøvrigt paavirkes af en eller flere Kræfter. Ligge
Understøtningspunkternenær ved- hinanden i Bjælkens
ene Ende, medens Bjælken kun paavirkes af ydre Kræfter
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paa Stykket mellem Bjælkens anden Ende, den saa;kaldte
frie Ende, og det Understøtningspunkt, som er denne
nær:mest, og er Bjælken iøvrigt fastgjort' i sin Stilling, saa
ledes at den ikke kan bevæges i nogen Retning, siges den
at være indspændt i den ene Ende (se Side 39). Paa
samme Maade kunne Aksler ogsaa være understøttede,
men her kan der selvfølgelig ikke være Tale om nogen
Befæstelse, .da det netop er Meningen, at Akslerne skulle
kunne dreje sig frit, og Betegnelsen Indspænding bruges
derfor ikke for Akslers Vedkommende.

Som allerede tidligere omtalt, vil det være nødvendigt,
at disse Understøtningspunkter yde Modstande eller Re
aktioner af bestemt Størrelse og Retning, da ellers Bjælken
(Akslen), tilligemed de paa den virkende ydre Kræfter, vil
bevæge sig. Størrelsen af Reaktionerne findes overens
stemmende med de i det foregaaende anførte Regler.
Tænker man sig nemlig disse Reaktioner ,aR~agte.iUnder
støtningspunkterne som ydre Kræfter, hver med sin besten1te
Størrelse og Retning, skulle de være i Ligevægt nled de
givne ydre Kræfter J: de 3 Ligevægtsligninger .(se Side
26) skulle være tilfredsstillede, og Inan kan saaledes ganske
se bort fra f,Understøtningerne selv, medens man beskæftiger
sig med Bjælkens (Akslens) Beregning. IStyrkelæren
vil det blive paavist, hvorledes man kan finde Konstruk
tionsdeles Tværsnitsdimensioner, naar de paavirkes paa
visse simple Maader, neInlig enten efter Konstruktionsdelens
geon1etriske Akse (den Linie, som forbinder Tværsnittenes
Tyngdepunkter), hvorved Paavirkningerne ville søge at for
længe .eller forkorte Legemet, eller tværs paa Legemets
Akse, hvorved de dels ville søge a,t forskyde umidd.elbart
opad hinanden liggende. Tværsnit i .Forhold til hinanden,
dels søge at give Legelllet en fra den oprindelige afvigende
Form f. Eks. give et lige Legeme en krum FarIn, i hvilket
Tilfælde man siger, at Legemet bøjes.
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I indeværende A.fsnit skal det nu blive paavist, hvor
ledes man altid kan reducere Virkningen af hvilkesomhelst
paa Bjælker og Aksler virkende ydre Kræfter til en eller
flere af de ovenfor nævnte simple Paavirkninger. *)

a) Konstruktionsdele1t paavirkes af Kræfter} som ligge z·
Plan indbyrdes og med dens Akse.

Fig. 39 viser en vandret liggende Bjælke, som er
understøttet i Punkterne A og B, hvis indbyrdes ,t\fstand
er l medens den paavirkes af de lodrette Kræfter ~1' P 2 

ogFSo • Disses Angrebspunkter C, D og E ligge i Af- .

stande fra A af henholdsvis 11' 12 og 13•

Reaktionerne i A ogB betegnes ved henholdsvis RI
og R'}., og deres Størrelse kan findes ved Opstilling af
Ligevægtsbetingelserne. Den første af disse, falder bort,
da samtlige givne Kræfter have deres vandrette Kompo
santer lig med Nul; derimod vil den anden af dem, der
udsiger, ,at Summen af de lodrette Komposanter skal være

Nul, give Ligningen

R 1 -t R 2 + Pi +P2+ P3 === o. (5)

Ved den tredje Ligevægtsligning , som angiver, at
Summen af Kræfternes Momente'r med Hensyn til et
hvilketsomhelst Punkt skal være Nul, faar man,naar A

vælges til Momentpunkt,

R 21+ P i / 1 + P 212 + P 313 0,
Plll + P212 + P gl3

hvoraf R2 === - --.-,,----,-,-,----,---.. ,

Ved Indsættelse af Værdien for R 2 i ljgnjng (5)

findes R1.

R} kanogsaa findes direkte ved Momentligningen
B SOITI MOU1entpunkt, og Ligning (5) kan i saa Fald bruges

*) Anm. : I Tabel X er der angivet,
kunne antages at virke paaB.lælker, som indgaa
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til Prøve paa Regningens Rigtighed. Tilføjes nu R 1 og R 2

som ydre Kræfter, er hele Systemet af Kræfter i Ligevægt.
Af Hensyn til Bestemmelsen af Konstruktionsdelens Tvær
snitsdimensioner kan det, saaledes som det nærmere' vil
ses at' Styrkelær€n, være ønskeligt for et hvilketsomhelst

Tværsnit at kende dels Su~E:!~~__,~i_~~~>!!~.g~.,,!~_!, ..~.~~,~,.~!!-e
Side af Tværsnittet virkende Kræfter - denne Sum kaldes

F o~r~~~·~~·(l~~'r~%'·e'n--=·;---d~I~~~,~~-~i!!'~,!!,-,~J-..MQ~1,~11.t,~r[}.~ ~lf ,'!!I~
de samme" "Kræf!~E,"1!1~,gI-Iensyn . til .... et,P'"uJ.kt_Wngde
pu~k't'et)'·T..->~~dk~mmendeTværsnit - denne Sum kaldes

~.~j~illg~.!!l:.gm.ent~,t.med Hensyn til Tværsnittet.
At Virkningen af alle de Kræfter, som ligge til den

ene Side for et 'fværsnit, netop vil reducere sig til en
Sum af Kræfter gennem Tværsnittet og en Sum af Kræf
ternes lVIomenter med Hensyn til et Punkt i dette Tvær
snit, indses saalecles: Betragter Dlan f. Eks. et Tværsnit
G ,beligg'ende mellem D og E (Fig. 39), kan' man, uden
at der indtræder nogen Forstyrrelse i Ligevægten melIen1
de givne ydre Kræfter, i G tilføje to Kræfter' af Størrelse
R1 , den ene virkende lodret o,pad, den anden lodret nedad.
Den sidste af disse vil i Forbindelse med R 1 .gennem A
danne et Kraftpar'R1x, hvor x er ..G's Afstand fra A. Ri i
A ersaalecles erstattet af Momentet R 1x og Ri gennemG.
Paa samme. Maade kan man indse, at P1 kan erstattes af
Momentet P 1 (x-l1) og den enkelte Kraft P1 gennem G
og endelig P 2 af' Momentet P 2 (x-/2) og Kraften P 2 gen
nem G. . Den samlede Virkning af R 1 ', Pi og P 2 (alle de
til venstre for G virkende Kræfter) er' altsa~: l) Summ.en
af de tre Momenter, Bøjningsmomentet med Hensyn
til G, og 2) Summen af de tre Kræfter, Forskydningen
i G. 'Selvfølgelig maasaavel de enkelte Momenter som
de. enkelte Kræfter regnes med Fortegn.

Hvad enten man tager Summen af de til venstre,
eller af d~ til højre for detbetragterleTværsnit virkende
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Kræfter, vil man faa samme numeriske Værdi for For
skydningen,men Fortegnene ville i de to Tilfælde blive
modsatte, og disse to tæt opad hinanden i modsat Retning
virkende Kræfter ville søge at forskyde de to Nabotvær
snit, .hvorpaa de virke, i Forhold tilhinanden J efter hvilken

Bestræbelse Paavirkningen netop har sit Navn.
For Bøjningsmomentets Vedkommende vil man ligeledes

faa san1me numeriske Værdi, enten· man finder det ved Sum
men af Momenterne af Kræfterne til venstre for Tværsnittet.
eller til højre derfor, men det vil derimod faa modsat For
tegn i de to Tilfælde ;): Bøjningsmomentet bestemt •ved
Kræfterne til venstre vil angive en Drejning med Uhrets
Visere (se Fig. 39), medens Bøjningsmomentet fundet ve.d
Kræfterne til højre angiver en Drejning mod 'Uhrets Visere ..
Kræfterne til venstre 'ville altsaa søge at dreje den venstre
Ende af Bjælken opad og Kræfterne til 'højre at •dreje
den højre Ende opad; disse Drejninger skulle hindres af
Sammenhængskraften i Legen1ets Materiale. Imidlertid
ville 'disse Bestræbelser til Drejning i modsat Retning. be
virke en Bøjning af Legemet, hvorfor Momentsummerne

kaldes Bøjningsmomenter.
Ved Bestemmelsen af Konstruktionsdeles Tværsnits-·

dimensioner benytter man, som det vil ses af Styrkelæren,.
kun den numeriske Værdi af Forskydninger og Bøjnings-

mon1enter.
I Henhold til det foregaaende vil man ved Betragt-..

ning af Fig. 39' faa' følgende Værdier 'for'~"'orskydningen

Bjælkens forskellige Tværsnit:

Forskydningen mellem A og C er F1 RI

C og D er F2 RI +Pl

DogE F3 +Pl + P2

EogBerF4 R t +P1+.P2+P3 -R2v
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hvor man ,har fundet Forskydningerne sonl Summen af
de til 'venstre for vedkommepde Tværsnit virkende Kræfter.

'Søges Bøjningsmomenterne for de samme Kræfter, faar
man efterhaanden følgende Værdier for M b, nemlig:

I A, hvor x==O" er Mb-O;

AfstanJen x fra A, naar x < 11 (mellem A og C)--er
M b-R1x;

C, hvor x-Il' er . . . . ... . . . . . . . . . . .. M b == R I1I ;

Afstanden x fra A, naar 11 ~ x < 12 (lnellem C og D),
er Mb == R 1x + P1 (x - 11),

i D, hvor x==/2 , er Mb==-R112 +-P1 (/2 -11);

i Afstanden x fra A, naar 12 < x < Is (mellem D og E),
er M b :-=R1x +Pl (x ~ 11) + P 2 (x -12 );

E, hvor x - Is, er Mb - R 1ls + PI (Is - 11) +
P 2 (Is - 12);

Afstanden x fra A, naar Is < x < l (mellem E og B),

er M b == R 1x -t- P 1 (x - 11) + P 2 (x -/2)

+~q (x - Is) -:-- R?, (/- x);

B, hvor x l, er M b == O.

Ved Benyttelsen af disse for Forskydningerne og Bøj
ningsmomenterne fundne Udtryk lnaa luan naturligvis ind
sætte Kræfterne med Fortegn.

Foruden· ved Beregning kunne Forskydninger og Bøj
ningsmomenter ogsaa godt bestemmes ad grafisk Vej, men
forinden den grafiske. Fremgangsmaade angives, skal
bemærkes, 'at man, for lettere at kunne sammenlig~e flere
Bøjningsmomenter, ved .deres grafiske Fremstilling
dan:per dem saaledes, at de alle faa en fælles
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Man siger i saa Fald, at man reducererdein til denne
fælles Faktor som Basis, og de andre Faktorer' blive da
Udtryk for Bøjningsmomenternes Størrelse. De reduceres
saaledes enten til samme Arm eller til samme Kraft som
Basis. De nye Momenter kaldes reducerede Momenter.

Indgaar saaledes Kraften P1 (Fig. 40 b) i en Kraftpo
lygon, hvis Pol er p, saa at de Kraften ·omsluttende Pol
straaler ere Op og pl, og de med disse paraI1ele Stang
polygonsider (Fig. 40 a) E I og I II, vil Kraften 01 's Moment
nled Hensyn til et vilkaarligt Punkt D kunne paavises at
være Produktet af Polafstanden a og det Stykke, som Stang
polygonsiderne eller deres Forlængelser afskære paa en
Linie, der trækkes gennem D parallel med Kraften Pl.
Dette Stykke er paa Figuren betegnet med B e, og Kraften
Pi'sMoment M med Hensyn til D skal altsaa være

M::::::::-a. BC.
Da D I B C eX) 6 01p,

01 B C - B Char man a ==d' hvoraf 01 . d ::..-=:: a . .

oi . d er P l ' s Moment med Hensyn.· til D, og dette Mo
ment kan altsaa udtrykkes ved a . B C.

For den paa ~"'ig.·39 viste Bjælkes Vedkolnmende er
den grafiske Fremg·angsmaade til Bestemmelse af Bøj-.
ningsmomenter og Forskydninger nærmere angiven paa
Fig. 41. .

Kræfterne Pl , P2 og Ps ere afsatte efter hverandre i
deri' for dem angivne Retning ·som 'Oi,12 og 23. Dernæst
er valgt en Pol p. Beliggenheden af den kan i Princippet
være ligegyldig, .men .afpraktiske Hensyn maa Polafstanden
være udtrykt ved en Talstørrelse, som det er let at mul
tipliceremed, altsaa, hvis ikke Enheden kan bruges,f. Eks.
ved 10 eneret· andet simpelt Tal, saasomen Potens
et Multiplum af 10.

Efterat Pol~tt;fwJ~rfle ;.e\.e.~~g~etle, ;daHJ1~s.,§~al1g;poly
gonen paa sædvanlig Maade ved J;.Anier parall~le' med

Polstraalerne, :p:eWlig VI f:: Qp,.I·/1 # lp,;Z:l 111 f:: 2p og
'III IV f:: 3p. Tilsidst tegnes IV V, den saakaldte S1li t

linie, og parallel med den 4p. ReG!1)tion~rne',li-2:Qg Ri
ville d,a faa henholdsvis Værdierne 34 qg 40.

Forskydningen i de forskellige Tvæ~snit (se Fig. 41 C)

~r <grqfi§k .' al}giX.~p:~(fd Qrdin,(;lteIjn,e i ..AJ:~~l~t /a/b.c, f/,.~/g ~k.
. ;3;}e .' ha;v~ i;f~!g!=nfile·~V ~xpier:

..{\r~let abc1p~rFl. lab .... ,4(J , iRi

~tlen -,{2 .... ~. ~d,--'-,41 ..... 'R1 ..+P1

rzlg,o -:F'3rzf,iAl?1+ .~1 +~2
ohik - .(4,_ ,ki ..... ASl(t.+..f\+ ~2+,P1)'

Bøjningsmomenterne findesangivnepaa Fig..4.:1)lsom
(Længden af de Linier, •parallelemed de ydre;Kræfter,
,derafskæresinclenfor Omkredsen af Stangpolygonen
J 11 III IV,V, ,.fortPolafstanden a som ,Enhed eller Basis.
Det af Stangpolygonen ..'begr~nsede Areal, kaldes deFfor
D,gsaaMomentofladen. ·For at ,faaStørrelsenaf "Bøj
ningsmomenternefor de,forskeUige'Tværsnit, m~amån

.altsaai ·dette 'Eksempel multiplicere Ordinaterne i Moment
fladen medPolafstanden a. ErPolafstanden.afs~t€fter

Kraftmaalestokken,maa·. Ordinaterne, j"Momentfladen. maales
paa· Længdemaalestokken eHeromvendt.

,Betragter man f. Eks.l'værsnittet iG, vil BøJnings
momentet med Hensyn til dettes Tyngdepunkt, n~ar ,Om
,drejningsretningen med :Uhret regnes forpositiv".bli~e

..Mb ===R1 .AG - ,Pl' ,C:C. iDa 6. V sr paa ,~"'ig.41a '~r
ligedanI1~tmed 6. OP4 paa Fig. 41 b, ville Højderned
<lisse Trekanter være proportionale me'd Grundlinierne, eller

.sr __ ,Q4
cA G -a' hvoraf AG .04 -=- a . SY.

4
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Fremdeles er -~ 1 q r (X) ~ O1 p, altsaa

qr 01
CG=--a' hvoraf CG. 01- a. qr.

Herved faar man

Mb = Ri . AG-Pi. CG a.. sr- a. qr==a(sr~qr)=a.sq

~: Bøjningsmomentet for et Tværsnit i Bjælken er
Produktet af Polafstanden og det Stykke, som
indenfor Momentfladen (Stangpolygonen) afskæ
res paa en Linie, der gennem vedkommende Tvær

s nit tegnes parallel med Kraftretningen.
I Stedet for ved Bestemmelsen af Bøjningsmomenterne

at maale Polafstanden og Ordinaterne i Momentfladen paa
henholdsvis Kraftmaalestokken og Længdemaalestokken
eller omvendt, kan man, om man vil, konstruere en særlig
Momentmaalestok, paa hvilken Bøjningsmomenterne
kunne maales direkte. Enheden for denne Maalestok vil
da blive Enheden for Længdemaalestokken eller for Kraft
maalestokken divideret med Antallet af Enheder i Polaf
standen, alt eftersom denne sidste maales paa Kraftmaale
stokken eller Længdemaalestokken. Benævnelsen for
Momentmaalestokkens Enheder bliver Produktet af Benæv
nelserne for de to andre .Maalestokkes Enheder.

Ved den paa Fig. 41 viste grafiske Metode til Be-
stemmelse af Bøjningsmomenterne blev det. angivet, at
Polen p kunde vælges vilkaarlig, .naar den blot laa i en
simpel Afstand fra den lodrette Linie 03. Af p's Belig
genhed vil imidlertid Stangpolygonens Form .~fhænge~
idet dens enkelte Sider ere parallele hver med en Pol
straale. Slutlinien IV V, der er parallel med4p, bliver
saaledes paa Figuren skraatliggende. Det kan .ilnidlertid
i nogle Tilfælde være •fordelagtigt, at· denneSlutlinie bliver
vandret, og dette vilde let kunne opnaas paa Fig. 41, naar
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man flyttede Polen -p parallelt med 03, indtil den kom
til at ligge i den paa 03 vinkelrette Linie gennem 4.
Polstraalen 4p vilde da blive vandret, og følgelig Slut
linien i den til den nye Pol svarende Stangpolygon lige
ledes vandret.

Ved Bestemmelsen af Bjælkens eller Akslens 1'værsnits
dimensioner vil det navnlig være Bøjningsmomenterne,
som faa Betydning, og det er derfor en stor Fordel ved
den grafiske Metode, at Tegningenpaa en anskuelig 'Maade
angiver, hvorledes Bøjningsmomenterne variere i Størrelse.
Det fremgaar derved straks af Tegningen, hvilket Bøjnings
moment der er størst, og dette maa lægges til Grund for
Bestemmelsen af Bjælkens eller Akslens Dimensioner naar,
den skal være pr-ismatisk.

Af saavel Fig. 41 som Fig. 45 fremgaar det, at Bøj
ningsmomentet er størst med Hensyn til det
Tværsnit, hvor Forskydningen skifter Fortegn.

I de i de nævnte Figurer behandlede Tilfælde er
Bjælken understøttet i dens to Endepunkter, men Regelen
vil ogsaa ses at gælde for en Bjælke, der har den ene
Ende fri, og er indspændt' i den anden Ende, naar man
blot betragter Indspændingen som fremkommen ved en
Understøtning i to Punkter.

Naar man ønsker ad Beregningens Vej at finde det
største Bøjn,ingsmoment, og man ikke forud' grafisk har
bestemt Beliggenheden af det Tværsnit, med Hensyn. til
hvilket Bøjningsmomentet er størst, behøver man •altsaa
blot at ops~ge det Tværsnit, hvor Forskydningen skifter
Fortegn, og derefter bestemme Bøjningsmomentet med
Hensyn dertil. Naaren Aksel eller Bjælke paavirkes af
nogle Kræfter lodret nedad og af andre lodret opad, kan
det sk,~., at Forskydningen skifter Fortegn i flere Tværsnit.
I saa Fald maa man beregne Bøjningsmomenterne med
Hensyn. til ,alle disse Tværsnit, for at komme til Klarhed

4*



altsaa; paa Arm@n t x.

M·' - t p'.' Px2
__ P x (l ~ x)

b - Z X -- -'-- ---- ----------------
21 21

Ek:spL. 2:4t I3j~lken A'B< af L~l1gde l mellem llndeF-
støtningspunkterne paavirkes af en Kraft p i Midten.... Deto
største Bøjningsmoment og. Fovskydningerne skulle findes
(se. Fig.. 43. a).

Bjælkens farligste Tværsnit er altsaa i Midten.

M'ed Hensyn til Endepunkterne a~:Bjærkens Akse ere'
B'øjningsmomenterne Nul.

Fig. 43a, b og c vise d'en grafiske Løsning.

(7)1

Midten af Sty~ket,

R 1 -- R 2 -- -:-! P.

ForsKydningen er paa ethvert Punkt af saaveI Stykket
A-C som BC lig med! P.

Bøjningsmomentet med H'ensyn til et vilkaarlrgt Punkt
i Afstanden x fra Ai bliver, naar x < ! l, Mb == t p x, og'

naar x > -! l~ Mb = ! p x -- P (x - ! l) ===. -f P (l- x).
For x - t l faar Mb sin største Værdi, nemlig

Px
er som maa tænkes virkende

Ekspl. 25. En BJælke A B har Længd'en l. Den er'
und:erstøttet i End'epunkterne og paavirket af en over h.elie
Længden jævnfordelt B'elastning p (se Fig. 44).

F'ina Bøjningsmomenter og Forskydninger.

R 1 == R 2 === -- ! P.

ForskydJJ.inge);}. vil i A og B være t p og derfra af
tag.e jævnt he.nimod. Midten,; hvor dea er Nul. Bøjnings~

1110mentet for et tV~F$nit C i .Afstanden x fra'A

M 'p Px,
'. b === t ..' x - T . t x, idet Belastningen paa Stykket A C

Med Hensyn ,til 'C bliver Mb -3100000 kgmm.
- D Mb'- 3650000. kg111m.
- G Mb' 3100000 ;kgmm.

Fors~ydningen mellem A og C er F1 == -31001}g.
C og n er F:2 - -1100··kg.
n og E er Fa == -300kg.
E og G er 44 - + 700k;g.
G ogB er F5 == -!-3100 kg.

Bøjningsmomenterne . lTIed, Hensyn til de andre Punkter
faa neclenstaaende Værdier:

Eksp1. 23. En vandret liggendeBjælkeA,B "belaste,s
4:tle Ipaa 'Fig. 42 viste Runkter ,'C, E,·Eo·g ,G;af .Ktæfter
"hanholdS'lis ,p·aa.'2ØØO <kg, SOOkg, 10eO'kg og 2400 .kg,
zalle \virkende dodr:et.n-edad, ,idet ,AC = .,1 lm, "A,1f)·1 i5 tIn,

AtE ·.:2'ID,A'G'S cm iQ:gA..lB=·4 till.

s;Man ·.,skal •bestemme IReaktionelTne ·i .AøgB~samt]Jøj

'ningsmom'erlterneng'FoFsktyo.uing,erneii <C, ,n, ,rE'og G.
Regnes fRetningen 1lodret ~·nedadfor ':positiv, .Jaar rman

A = _MOO.3+800.2,5+1000.2+2400.J ~~&:rOOd"g.
4

tB= ----"- 2@00 ...:-800 ~iOOO----.24t)0+3100·.......,-··~t31-QO:kg.

{over, 'hvilket ·:af ,dem, ·:der et størst. fHvor eler ···i.det :føl
'genaeintet "særligt >benuefKes, iforuasættes Unde'Fstøtnings
'''punkterne at være ,simple Unoerstøtningspurikter.

!Mb ;::=: 3100.2000-2<DOO.'1000-SØO;mOO·, .' a8øOø003kg~nm.

Forskydningen skifter altsaa Fortegn i TvæFsnit 'E..
Bøjningsmomentet '.' metiHensyn til E vil,naar 'Afstan

tleneintiføresimm, og naar OmtirejriingsretIlingenmeå
'Uhretregnesforpositiv, '. blive
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som vokser med x indtil x == t l, hvor Mb bliver størst,
nemlig

(8)

Bjælkens farligste Tværsnit er i Midten. Med Hensyn
til Endepunkterne af Bjælkens Akse er Mb = O.

Den grafiske Bestemmelse af saavel Bøjningsmomenter
som Forskydninger er vist paa Fig. 45. Linien A B deles
i et vilkaarligt Antal lige store Dele (her otte). Gennem
Delingspunkterne er der tegnet lodrette Linier, som dele
Belastningen, der er angiven ved Rektanglet ABDE, i otte
lige .store Rektangler, som altsaa repræsentere,Belast
ningerne paaAB's Stykker. I disse- Rektanglers Tyngde
punkter tænkes Belastningerne virkende som ligestore
Kræfter lodret nedad. Disse Kræfter ere paa Fig. 45 a

betegnede ved P1 , P 2 , Ps, ... Ps' Af Kræfterne dannes som
sædvanlig en Kraftpolygon (Fig. 45 b) og derefter' den
dertil svarende Stangpolygon I II III ... IX X. Bjælkens
farligste Tværsnit viser sig at være i Midten af den, og
Bøjningsmomentet her. bliver altsaa Ordinaten i Midten af
Momentfladen lllultipliceret med Polafstanden. Jo flere
Dele man deler AB i, desto mere vil den brudte Linie
X I II III .. . VIII IX nærme sig til at blive en Parabel, og
desto -nøjagtigere -blive Bøjningsmomenterne bestemte.

Det Areal, hvis Ordinater angive Forskydningerne (Fig.
45 C), er betegnet ved a b cd. -Havde Bjælken været belastet
af de otte enkelte Vægte i Stedet for af en jævnfordelt
Belastning, vilde Arealet være blevet begrænset af den
brudte Linie a efg h ... r s tud i Stedet for af Linien ad.
Det er paa Figuren vist skraveret.

Ekspl. 26. En l?jælkes Understøtningspunkter A og B
(se Fig. 46) ligge i Afstanden l fra hinanden. I et PunKt
C beliggendemellem./l ogB,~.~.~ledes at AC. 11 ,- paa
virkes Bjælken af Kraften PI lodret nedad og i Punktet
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D, til højre for A og B i Afstanden A D = 12, af en
ligeledes lodret nedad virkende Kraft P 2• Man skal be
stemme Bøjningsmomenterne samt Forskydningen paa det
Sted, hvor Bøjningsmomentet er størst.

Opgaven er løst grafisk. Flaa Fig. 46b er P 1 afsat

som 01 og P2 som 12. IV I ::f Op, I II ::f lp, II III::f 2p.
Sltitlinien er paa Fig. 46a III IV, og par~llel med den er
tegnet 3p paa Fig. 46 b. Reaktionerne i B og A blive
henholdsvis Ps == 23 og P4 == 30.

Det farligste Tværsnit bliver i C; Forskydningen
har der Størrelsen 31. For Tværsnittet E er Bøjnings
m.omentet O.

Eksp1. 27. Bjælken A B er 5 m lang; den belastes
dels af 600 kg pr. løb. m, dels af 3000 kg, 1000 kg og
1600 kg i Afstande fra A af henholdsvis 1 m, 1'5 m og
3'5 m. Bøjningsmomentet Jor det farligste Tværsnit skal
bestemmes (Fig. 47).

Antages den positive Retning at være lodret nedad,
vil den jævnfordelte Belastning i A give en Reaktion af
-1500 kg og de enkelte Vægte en Reaktion af - 3580 kg.
Reaktionen i ~ bliver saaledes i alt - 5080 kg og Reak
tionen i B - 3520 kg. Forskydningen vil, naar den be
stemmes ved Summen af Kræfterne til venstre for ved
kommende Tværsnit, i C, D og E -blive henholdsvis

- 1280 kg, ~180 kg og + 2620 kg. Den maa altsaa,da
Belastningen mellem D .og E er jævnfordelt, mellem. disse
Punkter først aftage negativt indtil Nul og derefter vokse
positivt. Det Punkt af Bjælken, hvor Forskydningen er
Nul, vil ligge i en Afstand x fra A, der er bestemt ved
Ligningen

- 5080 + 3000 + 1000 +600 x == O,

hvoraf x l,s m.



B~jning·sm6Ill'ent'et fOr dette Tværsn1t l:>lfver

, , .'. eber .. 3'22

Mb' --- ~ 3-52(). 3'2+ 1600.1'7 + 2;-'-

- •.. ----:.. 5472- kgm" = ~ 5t720ØO' kgmm;

EkspL 28. En Bjælke er understøttet ved Enderne. og
belåste's som angivet paa Fig~ 48. Find det største Bøj
ningsmoment.

1. U,l -iL 3Dbb .3'. 10'1 -+- 41006'. (§;s -+ 3000'.5'.2'5 c ..' o.

A - - 13414 kg, B - 13414 - 28000 = - 14586 kg.

Forskydningt;n vil blive N'11 for"ft,~~ærsnit i en Af
stånd y fra B,llv(jr,Y ef mindre end 5 m.

y bestemmes af Ligningen

14586 + 3CYcrO y ..... ()i; y·'·4,S'62' rri'·'·· B C.

Det største Bøjningsmomen't' faar man med Hensyn ti!
e, og det et

3000 • 4,i 8J 6;2 • 4862
2

Eks'b1.29. ElI vandtet~gge,ndeBj~!lte ar Læfi~~el.

et indsp~ridt i den ene .•E~~e ved AI ... ~~~~~s .~e~.~m~en
Emfe B et fri; og •• paa~i~kes •~~•.... d~, l(jd~:t:te;~r:efter..~ i:
D;j,; P\ 0& P hvis Arigrebsptrnktet ligget nenl1oldsvIs' J!

r 2' g. 5 4 , . . !;.." '. '.,' ". ." ...'. '

Afstandene t!·) l2" , 19; og l fraA. Bøjriingsmotn'enterne be.....-
1, '., '. .• ...•.. .....L .•..•• • ' ',' '. ",'§fefnffles gt~fisk, og derefter beregrle§ det største Bø'jnirl~§-

moment og Forskydningen for samme Tværsn~t (Fi§,.:.-49);
Paa Fig. 49b ereKræfterne a!satte som 01, 12, 23 og

34 paa en lodret Linle. Til Pol er yalgt p i en
gennem 4 vinkelret paa ()4. Stangpolygonsiderne blive

påhI.11~le· med' d~ til Polen trukrte Polstraaler. Bøjnings
momenterne ses her at voks'e henimod Indspændingen, ogi'
det. samme vil være Tilfældet med Forskydningen, som
mellem P 4 og Ps har Værdien P 4, meUem Ps og P

2
Vær

dien P 4 + P 3'.. meUem p~ og P 1 V~rdien 1>4 -+- p~ -+ P2
samt meIlem P1 og tndspændingen, al't'saa ogsaå i denne,
VærdIen P~+P3+P~.tP~.

Det: s'tørste BøjniIlgs'moment Mb er Produktet af V V]
og Polafstand'en p4: Ved; Beregning findies

Mb === P41+ P gl3 + P212 +P111
.

Ved' Indspændingen maGt Befæstelse~ ske paa en saa
dan Maade, at den vil kunne modstaa' et Bøjningsmoment,
som er større end' Mb.

Belastes B}ælken; af en enkelt Kraft P i Endepunktet
B J vil Bøjningsmomentet ifølge sidst anførte Ligning, naar
i denne PI) P 2 og P g sættes lig Nul, blive

Mb .... P l. t9)

Forskydningen ved lfids'pæn(diirg~en bliver i sæa Fald; P:

1':ltsp·r. 30'. EnBj'~lke er h::tds}'>'ærrdt i den ene ~nde
og: 6\Hastet åf en Over d:~ns Længde jæv:i:l'fbl'lfelt· Byrde.
Dette Tiff~lde bel1andles gråfisk ganske påa: den samrnle
IV1åå:de, g'Ofu iH- anverid't p'aa Fig. 45, efter at man hår delt

~e~å~tningefi .i et .pas,sen:~e .~fitållige st~re Dele,. hViS'
Vægte tænkes virkende gen'nem de vedkommende Dele:g
Tyngd'eptlukter.

Ligge:f lnd~p~rtdillgen A (Fig. 5{)} og den frre Ende.B i
en indbyrde~A'fsfånd li og et den Jævnfotd€lte Belastning P,
bliver Bøjningsmomentet med Hensyn til et Punkt C, der

e • , • ) Px Px2
HggiFr i Afstanden x fra B, Mb ·T . t x 21' Be-

lastningen paå StykkeiEC er .nemlig ~x, og den virKer
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paa en Arm t· x. Mb vokser med x og' faar den største

Værdi ved Indspændingen, hvor

M b = t P l- (10)

Forskydningen i A har Værdien P. .
Det største Bøjningsmoment (ved IndspændIngen)

bliver altsaa, naar Vægten er jævnfordelt, kun: halvt sa~

stort som i det Tilfælde, hvor hele Vægten er ophængt l

Bjælkens frie Ende. ForskydIlingen i Indspændingen faar

derimod samme Værdi i begge Tilfælde.

Ekspl. 31. Tre Vægte A, B og C med ind~yrdes

uforanderlige Afstande bevæge sig fra den ene ~I1 den
anden Ende af en vandret liggende ,Bjælke D E. Bjælkens
farligste Tværsnit og Bøjningsmomentet for dette søges

(Fig. 51).
Opgaven er løst grafisk paa den Maade, at :,ægtene

tænkes liggende stille, nledens Bjælken bevæger SIg under
dem, men i modsat RetniIlg af den, i hvilken Vægtene
vilde bevæge sig. Under denne Forudsætning har man
paaFig. 51a bestemt Momentfladerne for fem fo~skellige
Stillinger, nemlig de to Yderstillinger og tre mellemlIggende
Stillinger. Disse fem Stillinger ere betegnede med T~llene
fra 1 til 5 saaledes,at ,altid to tilsvarende Underst~t~Inge~

ere mærkede med samme Tal, ligesom SluthnIen l

Momentfladen, for vedkommende Stilling og de dermed
para,llele Polstraaler ogsaa ere mærkede med dette. Ta,l.
Man faar paa denne Maade et l~t Overblik over Størrelsen

saavel af Reaktioner som af Bøjningsmomenter.

Eksp1. 32. En Trappevange, hvis Midtlinie paa Fig. 52
er betegnet med A B, har en Hældning af 45° mod' en
vandret Linie og paavirkes paa de. paa'Figuren angivne otte
Steder af 150 ,kg paa hvert Sted. Linien A C = 1785 mm.
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Vangen antages i B støttet mod et lodret .Plan, saaledes
at der af dette kun kan ydes en vandret Modstand, .samt
i A fastgjort til et vandret Plan 'paa en saadanMaade,
at Glidning er forhindret. .Paavirkningerne i Vangens for
skellige Tværsnit dels efter dens Længde og dels til Bøj
ning og Forskydning skulle bestemmes.

'De otte ydre Kræfter ere betegnede med Tallene fra
1 til 8 og ere afsatte efter hverandre paa Fig. 52 b i en
en lodret Linie EF. Der er' dernæst valgt en Pol p saa
ledes, at dens Afstande til E F og til en vandret Linie
gennem F blive lige store. Som det 'vil fremgaa af det
følgende, vælges p netop paa dette Sted af Hensyn til en
simpel Fremstilling af Bøjningsm'omenterne, idet de derved
alle reduceres til samme Polafstand som Basis.

Efter at Straalerne til Polen p ere tegnede, har man
ved Linier parallele med Polstraalerne konstrueret Stang
polygonen 111 ... VII VIII, hvis første og sidste Side
skære hinanden i S, der saaledes er et Punkt af de otte
givne Kræfters Resultant. Denne skærer den vandrette
Modstandslinie gennem B i D, og Modstanden gennem
A maa nu, for at der' kan være Ligevægt mellem de
givne Kræfter og de to Modstande, have Retningen A D.
D'enne Ligevægt mellem Kræfterne' er paa Fig. 52 b an

given ved 6 EFQ, hvor 9 -I BD og 10 * AD. For
de ti Kræfter 1· til 10 har man derefter konstrueret en
Stangpolygon med Q som Pol, og man har altsaa fraveget
den i § 2 cl (Side 17) anførte almindelige Regel. Man
opnaar imidlertid ved' at vælge. en af Kraftpolygonens
Vinkelspidser til Pol, at enhver af de enkelte Straaler ved
dens Størrelse og Retning angiver Resultanten af de Kræf
ter, som i Kraftpolygonen ligge mellem Straalens Ende
punkter.Saaledes er.17 Resultant af 8 og 9, 16 af 7, 8 og9
O.• s. v. DenStangpolygon, som svarer til disse Polstraaler,
bliver derved en saakaldt Mid delkraftlinie, og da enten



en.' Micldeltryklinie eller en Mi-ddeltræeklinie,. eftel'-"
som- de enkelte Sider i den udsættes. foL' sammen:Fykkende,
ellel" strækkende Kræfter.

MiddeltryklinieR paa Fi'g,. 52a er betegnet med A .11 l~'

VIII Vlll' 13. Det øverste Stykke af. Vangen Indttl
d~t Sted, hvor 8 angriber, paavirkes af 9'" som paa Fig.
52b atter er opløst i een· Kraft· eftel: Vangens boongderet
ning og een, vinkel,ret derpaa. D,et næste Stykke af. Vangen.
mellem Angrebspunktevue for 'log: 8 paavirkes af 11: der
ogsaa er opløst i Komposa:nter efter de sam:me RetnInge~.

IDe øvrige Stykker af Vangen paavirkes af henhQldsVI&
1i6··· 15· 14'· l·B: 12 11 og· 10.. der lig.eJedes alle ere <DpI.øste;, , ,- , ,. ,
i tOi Kom.JPosanter e·fter de nævnte RetningeF.. Komposa.l1~

terne efter Vangens Retning virke til SarnmentrykEin~g arr
d-en, Komposanterne tværspaa den til Forsk.ydNing.

VangeR vil, foruden disse sammentrykkencle og for-o
sky-dende Paavirkninger, tillige være Genstand for bø}e.~de

Pa'avirkni'nger i dens forskellige Tvoorsni't. Betragtes. f. Ek$.
Tværsnittet gennenl ss, vil Bøjningsluomellte.t lIl'ed, Hensyn
ti,} dette Punkt være Summen af Momenterne. ·af de to- til'
h'øjre for TvæFsnittet viFkende KræJteJ7 med Hensyn, til,
d1ette Punkt. K.ræfterne. ere den; vandrette Kraft 9. og, Q.,€n

lodrette 8. 9's Moment er faF a (P G) som,· Polafsta:l1.o'
b(flns, fordi 6 bsNms EX) 6 Q'pF, og 8's Mo,ment' bliver
F<:>ra (pH) som Polafstand C8118 ,: idet D (ts:VJllng er
1igec1annet med den Trekant paa Fig. 52 b, som til ~op

punkt nar p og til Grundlinie 8. Disse Momenter vl1d~€;

til Drejinin:g. i m~dsatte Retninger, og det resulte~:rende

Bøjcniu'gsmoment bliver da Pr;oduktet at a og StørrelS~l1

bgmS' - esns- Denne Differens er afsat paa Fig. 52.a .som,

n ff':.· ide,t csgg' =: bgms. For Punktet S7 er BøJtnIn~s-,
8b8' . ....1

mom.entet n7'g7 og sa&ledes videre., Ox:dinatefne]; tJ;@t

skraverede ArealviUe multiplicerede m,ed a give Bøjnings~

m·om\enterne for Vangens forskel1i~e "J'værsnit.

T)'et -skraverede Are'als 'nederste B'eg'Fæns~n.Ingslinie 'er,
som omtalt, fremkommen ved at.åfsmtte 'h

8
1n

S
' b

17
'Jfn

7
•• .•

O.'S.,v. 'Jra c8 ,c7 0. -s.v. lodret nedad. Man kunci.e lige
saagodt "have afsat8emlodret opad rfra ns, in7

0. ,s. ;V.,

og man 'vilde i'saa :Pald'have faaet ';Bøjl1ingsm'omeui
11a8enbegrrenset ,foroven' ,·af den ,rette.'LinieA 5L J

;) :

Bøjningsmomenterne ..ville 'for ··VangenA J.13's ,for's~ellig~

Tværsnit faa ·samme"lærtiier··som Bøjningsmom-enterne for
de ·til'Sv'arende'Tværsnit ,i ,·en vandretliggende Bjælke af
Længde A C, der er understøttet veo,Enderue -ogpaa
vitketåf de samme lodre~teKræfter sOm Vangen.

'\Ved:en aldeles Jignende iFremgangsmaade som oven
staaend'e ,j{an ··man 'finde,RaavirkningeJ7ne ,i ···en ,krum ,Bjælkes
Tværsnit, naar den er understøttet ide:Jo Endepunkter,
og man kender Retningen af Reaktionen i et af disse
Understøtningspunkter.

·Ekspl. 33. En krum KranstalnIne har denpaaEig.
53 angivne IForm A B C. Den støttes ved A i et Sporleje
Dg ved B i et Halsleje, medens derved Cer ophængt
en Byrde 1. Paavirkningerne i Kranstammens forskellige
Tværsnit ønskes bestemte, idet man ikke tager Hensyn til
dens ;Egenvægt.

MoClstanden 2gennenl B maa være vandret, og Mod
standen 3 vil tilKraftlinie have AV,fordi 1,2 og 8

·skllUeskære "hverandre i ··eet :Pul1kt.:l..,igevægten,mellenl
-disse 'tre Ii(ræfter er angiven paa 'IFig. 53b ·ved /enTrekant,
·8erer bestemt ved Størrelsen 'af 1 ogrRetningerne"af.12 og ;:3,

"idet ·2 zj-;BJf) og' B * J4/D. Paavirkningerne ide :,med

,a, b,e, d,'e, log·g ·betegnede .Punkter af ,Knanstammen
·er·e fundne 'ved Fig.53a og b.

M;ed .~I-Iensyn til g er.~ BøjningSl1l0Ulentet O.:,Derimød
,'Virker der gennem g Kraften 1, S<:Hn er'opløst ;le{.tern::an
genten ····ogNormalen .tiltKpanstamHl-en :i.ig. Ilisse ;,KOlllPO-
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Eksp1. 34. I Fig. 54 er der vist en Kran med faststaaende
Stamnle. Kranens bevægelige Del er foroven ophængt
paa en Tap ved A og forneden støttet ind mod en Del
af Stammen, der er. tildannet cylindrisk,_ for at Kranens
bevægelige Del kan dreje sig om den. Kranens Egenvægt
er angiven ved Kraften P 2 , ··medens l~yrden er P l 

Man skal besternme Paavirkningerne paa Stammen og paa
Fundamentboltene ved F og G. Kræfterne PI og
ereved Hjælp af Polstraalerne til Polen p og Stangpoly-

santer ere betegnede ved gl og g2' gl virker til Stræk-
ning, g2 til Forskydning. .

l/vil Kranstammen dels paavirkes af et Bøjnings
moment, hvis Størrelse er Ordinaten 13 multipliceret med
Polafstanden 2, dels af en enkelt Kraft 1, som opløses efter
Tangent og Normal til Kranstanlmen i Punkt f. Kom
posanten /1 virker til Strækning'/2 til Forskydning.

Paa samme Maade findes Paavirkningerne i de andre
Tværsnit af Kranstammen. Deres Værdier ere angivne, i
nedenstaaende Skema.

gonen I 11111 sammensatte til en fælles Resultant. Reak
tionerne, som Stammen maa yde, og som skulle holde
Ligevægt med den fundne Resultant Pi + P

2
• maa gaa

gennem A og B. Da Stammen er cylindrisk ved B, maa
Reaktionen her være vandret; den skærer P

l
+ ?2 i C.

Gennem dette Punkt og A- maa den anden Reaktion
altsaa •gaa. Reaktionerne ere~etegnede ved henholdsvis
P 4 og Ps, og deres Størrelser ere fundne paa Fig. 54 b •

Ps er atter opløst i P5 og P6•· Stammen vil saaledes for
det første blive paavirket til Sammentrykning af P6' Paa
Fig. 54 c ere P4 og P 5 afsatte i modsatte Retninger af de
paa Fig. 54 b fundne, idet de her betegne de Paavirk
ninger, som Stammen faar henholdsvis i B og .A, medens
den er understøttet i en Fundamentplade ved D og E.
De vandrette Paavirkninger i D og E findes paa Fig. 54 c

ved Hjælp af Polstraalerne fra Polen P1 og den dertil
hørende Stangpolygon IV V VI IX, hvor VI IX er Slut
linien. Bøjningsmomenterne for Stammens forskellige
Tværsnit udtrykkes ved Produkterne af Polafstanden for
Polen -P1 og de Stykker, som Stangpolygonen IV V VI IX

afskærer af _vandrette Linier gennem vedkommende Tvær-
. snit (se Fig. 54 a). Endelig har man ved Stangpolygonen

111 VI! VIII for Polen p fundet de Paavirkninger .P
7

og Ps, som Fundamentboltene udsættes for efter deres
Længderetning.

Er en Bjælke simpelt understøttet i Endepunkterne. og
paavirket af Kræfter, som vel ligge indbyrdes i samme
Plan og i Plan med Bjælkens Akse, men ikke staa vinkel
rettepaa denne, kan man, i Stedet for at anvende den i
Ekspl. 32 og 33 angivne Fremgangsmaade,gaa frem paa
den Maade, at man opløser de enkelte Kræfter i Kompo
santer efter Bjælkens Længdeakse og vinkelret derpaa~

Denne Fremgangsmaade. er navnlig at -foretrække, naar
Beregningsmetoden anvendes. Komposanterne efter Aksen

Strækning.
Sammen
trykning.forskydning. IBøjnings

moment.Tværsnit. I

a I aS' 2' a2 al O

b bs '2' b2 bl O
I

C Cs .2' c2 cl O
------ -------

d d s '2' d2 dl O
----

e es .2' e2 O O

/ /s· 2' 12 O /1
-------_ ...._--- ------ --_._-~-~

g O g2
I

O gl



ville enten virke til ~Sammentrykning eUer :til ,St~~k\liil;)g"
og \Komposanterne vinkelret paa d~l"gen tll ,BøJnWg Jlg

'iF{):rskydniqg. ..p
Paavirkessaa1ed.es AB ,(fig. Mi) lit; ..j:l,f ~ra~tttp. f"

der med A B danner en L.v, :ville lKoUlPosflnttirllce ,eft~r
\Bjælkensa\kse og <vinkelret .pp,a den ;v~e. iPe~J;lol9,s'!.JiS
lP .cOS v fOg P sinv. .For at den ,fØI;ste;;l:hp.1Sge ,~;kke ;~~ftl
,medføre en ,Bevægelse .afBjælkeu j v;an~retiR7tPln~, ··OS<t{\
denne v:ære befæstet. Er q,eu 'fa.s~j()ltt ,l fi, ·vtlAC \,~4v,e

t kket
.a··f Pcosv men BIC ,b}i;ve ~p<\..<rvlrk~t

sammen ry" .... ..... .', ..•.,'" . '. ,..' ... ,.,.' le
deraf ; findes .Befcæstelsendenmop vcp. ..$, ,bllv"e

r l?
str,åkt .afPcosvogA C .llpaavirket 'Å'f dep. :bl:lggF
ffiilfælde vil Ai13 .,desudeu.cio<\'Gl saavel Ea<lvirkncil1,g t~l ,~m
.niug . som til rForskyduiughi~lr.ørenderfr,~K(:Hnp.osalltffr
Psin,v.DissePaavir;kuingerhestemmesl !Q'J~(in,sstem-

melse ,.·med-~let doregaaend~.

,b. l{.o!1s!ruMiQn$døl.{n er ,under;$tøttet i /o,RU;!1~ter oø ;PffP
:7lirkes,øfJ{raifter, .sorn,s,k,ærerl/!'nf' Mqrne.tni,ske !kse. ':qg .,som
iCre vinkelrette f?lfa. qe.n.]{ræjter,ne ligge df1rzrn,ori ~k~/!' ;.qlle
.,. ,i samme ,Plan.

.1 de ;foregaaendeEksempler .'. er det ;f.pn.lpsat, ,..il
t

r~e
,yPre,K,-nrefter,som ,vir;kede .vinkelret ~aa,en Aksel eH<yr

Bjælke, daa i Plan wed dens gerHI~etn~~e 'Po"kse q~ n;l;~d
hverandre indbyrdes. Dette er imldlertld ;l:kke<itlt1p,,})I-
'fældet, ognavulig er .Forholdet .y t;:d Ak$ler ., pfte d~t, at
'.K;ræfterueNel :.skære .dengeo:metriske ;Akse og;s~al:dqs
hver for sig Jigge i Planme-ddepne,meuderirr;tpd .,~kke
alle ,ligge, i.samme 'Plan. I .Saa ,It,ald,,vild.erpa.,a "Akslep
virke. saavel,:Bøjningsu;.omentersowfprskydltnd.e I(r~f~er
i' .eller flere Planer, sQmiJ(l;dh~rdes danue vQekep-l;\!:.e
N'jnkler.Forda ,at finde det .medHeugynit~1 et .celler

an:det Tværsnit .virkende resulter(iPlde
.,maa man saromens.ættede .eakelte !fradegivne '.r..L~,.L~JL."''Iy'
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hidrørende Bøjningsmoruenter, og ligeledes maa man for
saa vidt man ønsker at finde Forskydningen i Tværsnittet,
sammensætte de enkelte der virkende forskydende Kræfter
til en enkelt Kraft. Hvad denne sidste Sammensætning
angaar, er intet nyt at bemærke, da 'der her kun bliver
Tale om Sammensætning af flere Kræfter, som skære
hverandre i eet Punkt, og som alle -.ligge i et Plan· der er
. 'vInkelret paa Akslens .geometriske Akse. Derimod skal

Bestenlmelsen af de resulterende Bøjningsmomenter nær
mere oplyses ved et Eksempel.

Eksp1.35. Akslen AB (Fig. 56 a), der er understøttet
ved A og B, paavirkes i C af en Kraft PlJ som tillige
medAkslens geometriske 'Akse tænkes liggende i Papirets
Plan, samt i D af en Kraft P 2, som danner en Vinkel v
med Papirets Plan. Baade Pi og P2 staa vinkelrette paa
Al!. Ved Bestemmelsen af de resulterende Bøjnings
momenter er Fremgangsmaaden da den, at man for samme
Polafstand finder BøjningStIlOmentfladerne for hver af de
givne Kræfter for sig, og derefter for de enkelte Tværsnits
Vedkommende under Vinklen v sammensætter Ordinaterne
i disse Bøjningsmomentflader. For lettere at kunne fore
tage denne Sammensætning, vælges Polerne saaledes at
Slutlinierne i begge Stangpolygoner bliv~ vandrette. H~or
ledes man kan opnaa dette, er vist nederst Side 50. Paa
Fig.56b er Polen Pl lagt i. Afstanden a fra P, saaledes
at Slutlinien AB i/Stangpolygonen AcB bliv~r vandret.
Paa ~ig. 56c er Polafstanden for Polen h ligeledes a, og
den tIlsvarende Stangpolygon paa Fig. 56a er AdB. Slut
linierne for de to Stangpolygoner falde altsaa sammen.
Sammensætningen af Ordinaterne i de to Momentflader er
vist, paa tre Steder. Ved Tværsnittet C er Linien eC afsat
lig med It; saaledes, at den dann'er Vinklen (180-v)O med
Cg. Resultanten af f C og Cg bliver da fg, som i Papirets

5
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Plan er afsat fra C som Cb. Alle de resulterende Bøj
ningsmomenter komme til at ligge i en vjndskæv F~a?e,
men tænkes afsatte i Papirets Plan fra AB paa LInier
vinkelrette paa deJtne, hvorved man faar Momentfladen
ABeb for de resulterende Bøjningsmomenter.

p 's Reaktioner i A og B ere henholdsvis Al og Bl'
mede~s P2's Reaktioner i disse Understøtningspunkter ere
A

2
og B

2
. De resulterende Reaktioner faarman ved Sam

mensætning af henholdsvis At og A 2 og af Bl og B 2 • Man
viL iøvrigt let ved den nøje Forbindelse, der er imellem
Fig. 56a paa den ene Side og Fig. 56b og 56" paa den
anden Side, kunne indse, at Reaktionen i A vil være
Stykket mn, som afskæres mellem AB og A b paa en
Linie der er tegnet parallel med P l i Afstanden a fra A.
Reak~ionen i B vil være Stykket r s, der i Afstanden a
fra B afskæres mellem AB og Be. Ved Bestemmelsen
af Akslens Tværsnitsdimensioner maa selvfølgelig de res.ul-

terepde Bøjningsmomenter benyttes. . .
I det foreliggende Eksempel skifte ingen af BøjnIngs-

momenterne Fortegn. Ifald et af dem skifter Fortegn,
ville de paa vedkommende Tværsnit virkende Bøjnings
momenter komme til at danne Vinklen 180-v i Stedet for v
med hinanden, hvortil der da maa tages Hensyn ved deres

Sammensætning.

c. K011struktio11sdele11 er u11derstøttet i to Punkter og paa
virkes af Kræfter, som staa vinkelrettepaa dens geometriske
Akse. En Del af Kræfterne eller slet inge11 af dem skære

Akse11.

Det er navnlig Aksler, som paavirkes paa denne Maade.
1 Fig. 57 er der i to Projektioner fremstillet en Aksel AD,

der ved L.ejer er understøttet i Punkterne A og B, medens
der i C paa Akslen sidder en. Kædeskive, til hvilken der
ved en Kæde er ophængt en Vægt Q. Paa Akslen er
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der fremdeles iD anbragt et Haandsving, og paa dette
virkes der med en Kraft p til Omdrejning af Akslen. Haand
svingets Arm er R, og Skivens Radius regnet fra Akslens
geomet'riske Akse til Kædens Midte r. Da Q ikke skærer
Akslens geometriske Akse, vil den, foruden at. virke med et
Tryk Q paa Akslen i C, tillige søge at dreje den med
et Moment Q .r, og den paaHaandsvinget virkende Kraft
p vil ligeledes udøve et Tryk af Størrelse P paa Akslen i
D samtidig med, at den vil søge at dreje Akslen med et
Moment P. R i modsat Retning~ af den, i hvilken Q vil
dreje den. Ser man bort fra Gnidningsmodstandene, vil P
kunne løfte Q, for saa vidt P. R > Q.r. Er P. R - Q.r,
vil der være Ligevægt mellem de to til Omdrejning i
modsatte Retninger virkeqde Kræfter P og Q.

Akslen vil altsaa, foruden at paavirkes til Bøjning af
Kræfterne Q i C og P i D, tillige paa Stykket mellem C
og D i alle Tværsnit blive paavirket af hinanden modsatte
Momenter af Størrelse Q. r, som ville søge at vride eller
sno Akslen, hvorfor man siger, at den paavirkes til Vrid
ning. Q.r kaldes et vrid ende Moment og betegnes
ved Mv' Under .Styrkelæren skal Vridningen blive yder-
ligere omtalt. .

Hvis der paa Akslen i Stedet for Haandsvinget og
Skiven var anbragt to Tandhjul ved C og D, og Akslen
indgik i en eller anden Tandhjulsforbindelse (f. Eks. som
Mellemaksel i et Spil), vilde den paa Stykket mellem Tand
hjulene ligeledes paavirkes til Vridning.

Vil man i saadanne Tilfælde tillige tage Hensyn til
Kædeskivens, Kædens, Haandsvingets eller Tandhjulenes
Vægt, maa disse medtages som Kræfter, der virke paa' de
respe~tive Steder af Akslens geometriske Akse. Akslen vil
under disse Forhold i dens enkelte 1~værsnit paavirkes
dels til Forskydning, dels til·· Bøjning og dels til Vridning.
Virker der i et Tværsnit v"'orskydninger i forskellige Ret-

5*
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momenternes Polafstand a som Basis,hvorved alle Momen
terneblive udtrykte ved rette Linier, der let kunne sam
mensættes. Kaldes den ubekendte Kraft, som multipliceret
med a skal være lige saa stor som, K. R, .for x, har Inan

a K
x . a === K . R, hvoraf R ==='x·

x er funden' paa Fig. 5S b , idet K er afsathenad PI som
05. Fra p ere Linierne po og p5 trukne gennem 05's
Endepunkter, og i Afstanden R fra p er der tegnet en Linie
parallel med 05., Det Stykke, som afskæres paa denne
mellem PO. og p5} er da x, eftersom 05 og x ere Grund
linier i to ligedannede Trekanter, hvis Højder ere hen
holdsvis a og R. Da det vridende Moment er det samme
i alle mellem C og D liggende Tværsnit, vil Vridningsmo
mentfladen paa C D blive Rektanglet C E F D, i hvilket
Siden C E ===x. Den grafiske ·Bestemmelse af Mi er nu
vist for nogle faa Tværsnits Vedkommende. Cc t CE
og Dd=-§- DF. Cg===-§- CG og Dl===-§- DL. Cc
er om ~ som Centrum drejet ned i A B som Ci, hvorved

g i === li Cg 2 + Ci 2
===. t V CG2 + CE2.

Dernæst drejes gi om g som Centrum op Linien
CG som gJ. Da nu gG === t C G, bliver

GJ---: t CG + t V CG2 + CE2.

Ved paa begge Sider af Lighedstegnet at multiplicere
med a, ·faar man

a. GJ ===. t a. CG + t V (CG. a)2 + (CE . a)2

===tMb+-§-V M b 2+Mv 2==Mi )

altsaa er GJ for Polafstanden a som Basis det 'saakaldte
ideelle Bøjningsmoment for Tværsnittet C. Ved at be
stemme det ideelle Bøjningsmoment for. flere Tværsnit
paa den her angivne Maade, faar man Momentfladen for

Mi == t Mb +-§- V M b2 + M v 2, (t1)

der bruges saavel til Beregning af Mi som til den grafiske
Bestemmelse deraf. Den sidste er nærmere angivet i

ninger, maa de som omtalt i § 3b (Side 65) sammen
sættes til en enkelt forskydende Paavirkning, men i Al
mindelighed spiller Forskydningen en saa ringe Rolle, at
man kan se bort fra den. Virker der Bøjningsmomenter
i forskellige Planer, maa de ligeledes ovtrensstemmende
med § 3b sammensættes til resulterende Bøjningsmomenter.
For hvert enkelt Tværsnits Vedkommende maa man der
efter sammensætte det resulterende Bøjningsmoment M b

med det i Tværsnittet virkende Vridningsmoment Mv til
et saakaldt ideelt Bøjningsmoment Ml· ved Hjælp af

Ligningen

Ekspl. 36. En Aksel AB (Fig. 58 a) er understøttet i
Lejer ved A og B. Den paavirkes i C af en KraftP1 og i
D af P

2
, som i det foreliggende Tilfælde begge antages

at ligge i Papirets Plan. Akslen vil da paavirkes til Bøj
ning og Forskydning paa Grund af Kræfterne P1 og P 2 ·

Men den forudsættes desuden paa Stykket CD paavirket
til Vridning af et Kraftpar K. R, hvor K er Kraften og
R Armen. Man skal bestemme de ideelle Bøjnihgsmo-

menter for alle Tvær'snit.
Paa Fig. 58b ere Pi og P 2 afsatt~ som 01 og 12, hvor-

efter Polen p er anbragt i Afstanden a derfra saaledes, at
Slutlinien AB iStangpolygonen A B L G bliver vandret.
Bøjningsmoluentet for et eller andet Tværsnit· vil altsaa
blive den gennem Tværsnittet parallel med P 1 og P 2 i
AB L G trukne Linie multipliceret med Polafstanden a. Stør
relsen af det vridende Moment, som virker· i alle de' Tvær

snit, der ligge mellem C og D, vil være M v := K · R.
For nu grafisk at kunne. finde Mi ved Formel

maa man reducere det vridende Moment ·K. R til Bøjnings-
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de ideelle Bøjningsmomenter at være det skraverede Areal
ACjHNDBLG.

Ønsker man ved Beregning at finde det ideelle Bøj
ningsmoment for et eller andet Tværsnit f.Eks. Tvær
snittet ved D, er Fremgangsmaaden den, at man beregner
saavel Bøjningsmomentet som Vridningsmomentet for dette
Tværsnit og indsætter de for dem fundn~ Værdier i

Formel Eli}.
I ovenstaaeride Eksempel har man set ganske bort fra

Forskydningerne, i hvilket Tilfælde man altsaa ved Bereg
ningen af Akslens Tværsnitsdinlensioner udelukkende tager
Hensyn til de for de ideelle Bøjningsmomenter fundne
Værdier.

Er der slet ingen bøjende Paavirkninger paa Akslen,
men kun vridende, eller ere de bøjende Paavirkninger saa

. smaa, at man kan se bort fra dem, .beregnes Akslen ude
lukkende for Vridning.

d. Konstruktionsdelen er understøttet i flere Punkter og
paavirkes a/ en jævn/ordelt Belastning.

I det foreliggende Afsnit om Aksler og Bjælker har
man hidindtil forudsat, at vedkommende .Konstruktionsdel
kun understøttedes i to Punkter. Har den flere Understøt
ninger, kan man tænke sig den overskaaren paa disse
Steder, og dens enkelte Stykker kunne da behandles hver
for sig i Henhold til det foregaaende. Det er dog ikke
ganske korrekt at forudsætte Bjælken eller Akslen over
skaaren ved Understøtningerne, og blandt andet ville Be
regningerne under denne Forudsætning give Tryk paa
Understøtningerne af nogen anden Størrelse end de, som
ville vise sig at virke, naar Bjælken ikke tænkes overskaaren.

Er saaledes en Bjælke paavirket af en jævnfordelt Be
lastning samt"understøttet i flere. Punkter, som ligg~ .i
byrdes ligestore Afstande, vil Forholdet være følgende:
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Er der tre Understøtninger, ville disse faa Tryk paa
henholdsvis 1\' t og T\ af den samlede Belastning, naar
Bjælken ikke, er overskaaren, i Stedet for at de, naar
Bjælken var overskaaren, vilde faaTryk paa henholdsvis
iJ t og t af Belastningen.

Ved 4 Understøtninger blive Trykkene 125' H, åAog
125 i det første Tilfælde og h t, t og t i det andet Tilfælde.

For 5 Understøtninger fordeler Belastningen sig med

ii2"' T3r22", -fT\' -{-{2" og ii2" i "første "og t, -1-, t, t og t i
andet 'filfælde.

Endelig fordeler den sig" ved 6 Understøtninger med

TVo, TV1n TVo, -{--ci1n T\\ og TVO i første og T~t t, ~, t,
t og io i andet Tilfælde.

4. Ledsystemel'.

Disse dannes af' prismatiske Legemer, der ved de saa
kaldte Led eller Knuder ere forbundne med hverandre.

Ved Bestemmelsen af Paavirkningerne i Ledsystemets
Stænger eller Ledstykker maa der tænkes kun at virke
ydre Kræfter i Leddene. Stykkerne ville derved ude
lukkende blive sammentrykkede eller strakte.

Bliver et Stykke paavirket af Kræfter mellem Stykkets
Led,maa man af Hensyn til Bestemmelsen af disse
sanimentrykkende eller strækkende Paavirkninger regne
med de Tryk, som disse ydre Kræfter frembringe i Stykkets
to Led, og da bagefter nærmere undersøge, hvilke ~ndre

Paavirkninger vedkommende Stykke faar foruden Længde
paavirkningen.

Ledsystemerne kunne nu enten være enkelte Led
systemer, hvor kun to Stykker støde sammen i hvert Led,
eller sammensatte Ledsystemer, hvor der i et eller
flere Led støde flere Stykker sammen~

De enkelte. Ledsystemer ere atter enten lukkede
eller aabne. De lukkede kunne betragtes som materielle
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Stangpolygoner uden Diagonaler, medens derimod de
aabne Ledsystemer mangle een Side i Stangpolygonen,
hvorfor de to Modstande maa falde i samme Linie som
de yderste Sider i den 'ikke lukkede Stangpolygon.

Ved den grafiske Behandling af Ledsystemerne vil
der, ligesom i de foregaaende Afsnit, til hver Opgave høre
to Figurer, den ene, der er mærket Fig. a, indeholder Led
systemet med Angivelse af Kraftlinierne for de ydre Kræfter,.
medens den anden mærket Fig. b, det saakaldte Diagram,
angiver Størrelsen og Retningen af samtlige Kræfter, baade
de givne ydre Kræfter og de i Ledsystemets enkelte
Stykker fremkomne Spændinger. Paa Figurerne a ville
de Stykker, som sammentrykkes, blive tegnede. med tykke,
de strakte derimod med tynde Linier, og i Figurerne b
ville Betegnelserne paa de trykkede Stykker blive under
stregede.

a. .Enkelte lukkede Ledsystemer.

Eksp1. 37. Paa Fig. 59a er der vist et simpelt Spær
fag, bestaaende af to Spær og een Bjælke. PaaSpærene
hviler der en jævnfordelt Belastning af 2 P. Man skal
finde Paavirkningernei Spærfagets tre Stykker.

Vægten 2 P vil fordele sig saaledes.· paa Knuderne, at
der i C kommer til at virke P ogi hver af Knuderne A og
B ! P, alle lodret nedad. Desuden "ille Understøtningerne
i hvert af PU'nkterne A og B frembringe en Reaktion lodret
opad af Størrelse P. Der· vil da i· det hele i' A virke
Ps - ! P lodret opad, i C P l - P lodret nedad og i
B P 2 - ! P lodret opad.

Paavirkningerne i A C og B C kunne nu findes ved
at opløse Pl efter disse Retninger, og Paavirkningen i'
AB ved at opløse P 2 efterAB og B C. Sker dette, ville
,Pl's Komposanter faa Retninger bort fra C og 's Kom-
posanter bort fra B. M'en modsat disse
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maa der. i Stykkerne 4, 5 og 6 af Materialet ydes lige
saa store Modstande. Modstandene i 4 og 5 ville paa
Fig. 59b med P l danne en Kræfternes Trekant, hvis
Sider gennemløbes kontinuerligt i den Retning, der er
bestemt af Pi 's Retning.

Der er altsaa Ligevægt i C mellem P l og Modstandene
4 og 5. Paa samme Maade indser man let, at der i A
maa være Ligevægt mellem Ps, 4 og 6 og- i B mellem
P 2, 5 og 6. Den Retning, i hvilken Modstanden i ved
kommende Stykke virker, er saaledes afhængig af den ydre
Krafts Retning. Virker Modstanden ind imod Knuden,
bliver Stykket trykket, virker den bort fra Knuden; bliver
det strakt. I den til C svarende Trekant paa Fig. 59 b

ville Siderne gennemløbes i Ordenen 1, 50g 4. Mod
standen vil altsaa i saavel 4: som 5 gaa ind imod C, og de
to Spær ses saaledes at blive sammentrykkede. I den til B
svarende Trekant yille Siderne gennemløbes i Ordenen 2,

6 og 5,. 6 bliver strakt, da Modstanden gaarbort fra B.
Ved den ovenfor angivne Fremgangsmaade fandt man

Spærfagets Stykker udelukkende paavirkede enten til
Sammentrykning eller til Strækning, idet man, som over
alt ved Behandlingen af Ledsystemer, forudsatte, at der
kun angreb' Kræfter i ·Knuderne. Man har derved set bort
fra, at den paa Spærene jævnfordelte Belastning tillige vil
paavirke disse til Bøjning, idet de maa betragtes som Bjælker
understøttede i deres Endepunkter. Ved Dimensionsbe
stemmeisenaf' Spærfagets Stykker maa man selvfølgelig
ogsaa tage Hensyn til den sidstomtalte Paavirkning.

Ekspl. 38. En Svingkran, som bestaar af Stykkerne
AB, BC og AC (Fig. 60 a), er understøttet i et Halsleje
ved B, hvor Modstanden forudsættes kun at kunne ydes
vandret, samt ved A i et Sporleje. Ved C hænger en
Byrde 1.. Modstandene i Understøtningspunkterne og Paa-
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virk.ningerne i Kranens enkelte Stykker skulle findes, idet
der ikke tages Hensyn til Kranens Egenvægt.

Den vandrette Modstand 2 g~nnem B paa Fig. 60 a

skærer 1 i D. Herigennem maaModstanden i A gaa, og
. dennes Kraftlinie bliver altsaa A D. Diagrammet paa

Fig. 60 b dannes paa følgende Maade: Ved Linier paral1ele
med de i D sammenstødende Kraftlinier konstrueres den
Trekant, som angiver Ligevægtenmel1em 1, 3 og~. Om
løbsretningen er paa Trekantens Sider angiven ved Pile.
Modstanden 3, der virker opad til højre, er derefter opløst
i Modstandene 7 og 8. Herved bortfalder 3, og der ses
nu at være Ligevægt mellem 1, 7, 8 og 2. Dernæst har
man konstrueret den til Knuden C svarende Trekant, og
endelig skal Linien 6 paa Fig. 60 b, naar den tegnes fra
Skæringspunktet mellem 4 og 5 til Skæringspunktet mel
lem 2, 3 og 8, blive parallel med 6 paa Fig. 60 a, altsaa
lodret. Denne Linie, som saaledes afslutter Diagrammet,
kaldes Kontrollinien, da den vil afgive en Prøve paa
Tegningens Rigtighed.

Til hver Knude paa Fig. 60 a svarer der nu en Mange
kant paa Fig. 60 b. A C vil blive trykket, A B og B C
strakte. Modstandene 2 og 7 samt 1 og 8 danne lige
store Kraftpa~, der virke til Omdrejning

d

i modsatte Ret:
ninger og altsaa hæve hinandens Virkning.

b. De enkelte aabne Ledsystemer.

I disse kan der indgaa to eller flere Ledstykker.
Ekspl. 39. Fig. 61 viser en saakaldt Væggekran.

Kraften 1 skal holde Ligevægt med Reaktionerne 4 og 0,

som maa virke i Forlængelserne af 2 og 3, naar begge
disse Stænger ere befæstede til Muren ved Led. 4 og 5

faa derved de paa Figurerne ved Pilene. angivne Retninger.
Men imellem de i 2 og 3 virkende Modstande
1 skal der ogsaa Være Ligevægt, hvorfor 2 bliver
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3 sammentrykket. Der er naturligvis intet i Vejen for at r

variere Væggekranens Form ved f. Eks. enten at gøre 2

eller 3 vandret.

Ekspl. 40. Fig 62a viser en Jordkran. Den vil, naar
·den kun bestaar af de ·to Stykker AB og BC} have stærk
Tilbøjelighed til at vælte til Siden, med mindre der anbringes
en Sideafstivning. ·En saadan kan tilvejebringes ved, at man
opstiller to Stivere i Stedet. for den ene BC. Disse danne
da en spids Vinkel med hinanden og stilles saaled~s, at
~t Plan gennem AB vinkelret paa de to. Stiveres Plan
halverer Vinklen mellem dem. 4 og 5, hvis Retninger
ere angivne ved Pile} have samme Størrelse som 2 og 3.

2·bliver strakt og 3 trykket. Er B C lodret Billede af de
to Ben, maa 3 tilsidst opløses efter disses Retninger.

Formen af en· saadan Jordkran kan. ogsaa varieres f. Eks.
ved at gøre Benet AB bevægeligt. Der maa da i B og C
anbringes Cha~nierer, medens A maa gøres forskydeligt i
vandret Retning, eller AB kunne forlænges og forkortes.

Ekspl. 41. Fig. 63a viser en Hænge bro.. Brobanen
A B med den derpaa hvilende jævnfordelte Belastning er
delt i otte lige store Dele, der ved Stænger gennem Delenes
Midtpunkter ere ophængte i et Tov eller ·en Stangkæde.
Dennes ene Befæstelsespunkt C og Retningen for Mod
standen derigennem kunne f. Eks. være givne, i hvilket Til
fæide Kædens eller Tovets Form samt de deri virkende
Spændinger ville være bestemte.

Da Belastningerne ere jævnfordelte over Brobanen, maa
deres Resultant gaa gennem dennes Midte, altsaa som
EF paa Fig. 63 a. Modstanden gennem C skærer EF i
S, og herigennem maa da den anden Modstand SD virke.

I Fig. 63b ere de otte givne Kræfter afsatte efter
hverandre paa den lodrette Linie GR. Derefter er Kraft
polyganen GRO dannet af de givne otte Kræfter og de to
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Modstande 9 og 10. O gøres til Pol for denne Kraftpolygon,
Polstraalerne tegnes og Stangpolygonen I II III . . . . ..
dannes dernæst ved Linier parallele med disse Polstraaler.
Kæden eller Tovet skal nu have netop den ved Stang
polygonen angivne Form og Længde, og dens enkelte
Stykker ville· da paavirkes af Kræfterne 9, 11, 12, 13, 14,

15, 16, 17 og 10, alle til Strækning. Stangpolygonen
bliver, da Polstraalerne ere Diagonaler i Kraftpolygonen,
en saakaldt Middeltræklinie. De to jderste Sider i denne
falde sammen med de to ydre Modstande.

c. De sammensatte Ledsystemer.

En lignende Forbindelse som den, der ved de enkelte
Ledsystemer findes imellem Figurerne a og b, maa ogsaa
eksistere ved de sammensatte Ledsystemer, hvor der altsaa
1) til hver Linie i den ene Figur svarer en dermed
parallel i den anden, og 2) til hver Knude i den
ene svarer en Mangekant i den anden med lige
saa mange Sider, som der er Linier sammen
stødende i vedkonlmende Knude.

Ved de sammensatte Ledsy'stemer ville de indre Mod
stande i Stykkerne blive bestemte ved Hjælp af en stor
Mængde Kraftpolygoner, som enten kunne tegnes hver
for sig uden Forbindelse med hverandre, eller, hvad der er
det almindeligste, fordi det yder en Kontrol paa Teg
ningens Rigtighed, som en samlet Figur, et Diagram, hvor
to og to Kraftpolygoner have en Side fælles.

Vinklerne mellem Stykkerne i et Ledsystem, som det
paa Fig. ·64 viste, ville, hvad enten det indeholder begge
Diagonalerne BF og EC eller kun den ene, ikke kunne for
andres, uden at ogsaa Stykkernes Længder forandres.
Systemet kaldes derfor uforanderligt. Er den ene
Diagonal borte, siges Systemet at være geometrisk
b e s t em t, idet man vil kunne konstruere det, naar man
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kender Længden af alle Stykkerne og deres Følgeorden.
Findes derimod begge Diagonalerne i Systemet, siges det
at være geometrisk overbestemt, fordi den ene Diagonal
er overflødig til Systemets Konstruktion; den kan uden
Skade borttages og maa, for at kunne indgaa i Systemet,
have en af de øvrige Stykker afhængig Længde. Mangle
begge Diagonaler, og forudsættes alle Stykkerne at være
drejelige om Knuderne, kaldes Systemet geometrisk ube
stemt·, idet Vinklerne i Firkanten BCFE kunne forandres,
uden at Siderne samtidig undergaa nogen Forandring.
Systemet er· altsaa tillige f o r a n d e rI ig t.

Som almindelig Regel gælder altsaa, at et Ledsystem
er geometrisk bestemt, naar alle de mellem Ledstykkerne
indesluttede Arealer ere Trekanter, liggende ved Siden af
hinanden to og to med en Side fælles. Findes der der
imod blandt Arealerne en eller flere Mangekanter, er Sy
stemet geometrisk ubestelnt og tillige foranderligt og kan
kun blive geometrisk bestemt ved Deling af Mangekanterne
ved Diagonaler i ~rrekanter. Findes der i et Ledsystem
Ledstykker, som overskære hverandre, er Systemet endelig
geometrisk overbestemt.

Naar et System ~r geometrisk bestemt, er det ogsaa
statisk bestemt, hvilket vil sige, at Spændingerne i alle
Ledstykker kunne findes, naar de i Knuderne virkende
Kræfterere bekendte og indbyrdes i Ligevægt.

I Konstruktioner foretrækkes altid de geometrisk
uforanderlige Systemer. Er lnan nødsaget til at anvende
geometrisk foranderlige Systemer, bøder man paa det
uheldige ved dem paaden Maa-de, at man gør nogle
enkelte eller samtlige Knuder stive, hvorved Systemerne
imidlertid ophøre at være Ledsystemer og gaa over til at
blive stive Systemer.

Bestemmelsen af Paavirkningerne i et Ledsystems en
kelte Stykker kan enten foretages ved Hjælp af den
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grafiske Metode eller ad Beregningens Vej ved den
saakaldte Snitmetode.

Ved Benyttelsen af den grafiske Metode bør man, af
Hensyn til en heldig Ordning af Diagrammets enkelte
Dele, iagttage:

1) at Linierne for de ydre Kræfter paa Figurerne a. ikke
forlænges ind over Knuderne. Trykker en Kraft paa
en Knude, skal Kraftliniens Endepunkt findes i
Knuden. Trækker Kraften i Knuden) skal dens Ud
gangspunkt ligge i den.

2) at Kræfterne i Figurerne b netop tegnes i den Orden~

i hvilken de findes tegnede paa Figurerne a.

Ekspl. 42.. En armeret Bjælke med to Støtter.
En saadan er vist paa Fig. 65 a. Der antages at virke i
B en Vægt P = 2400 kg og i C en Vægt Q == 1800 kg. Til
at holde Ligevægt med .. disse Kræfter maa Understøtningen
ved D udøve en Reaktion R === 2000 kg og Understøt
ningen ved A en Reaktion 5===2200 kg; disse Reaktioner
findes paa samme Maade som Reaktionerne ved belastede
Bjælker.

I .dette Eksempel skal saavel den grafiske Metode som
Snitmetoden blive anvendte.

Den grafiske Metode:
Man tegner først den Kraftpolygon, som angiver

Ligevægten mellem Kræfterne P, Q, R og S; denne
Kraftpolygon er paa Fig. 65 b vist med tykke Linier; der~

næst tegnes efterhaanden de til Knuderne svarende
Kraftpolygoner, som angive Ligevægten mellem de
i vedkommen'de Knude virkende Kræfter, idet man iagt
tager, at den i det. foregaaende med. Hensyn til
ternes Orden angivne Regel overholdes. De i en Knucle
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virkende Kræfter bestaa dels af de i den virkende ydre
~......... . .

Kræfter· dels·· af de i Knudens Ledstykker virkende Mod-
stande. Den Orden, i hvilken Kraftpolygonerne tegnes,
er ligegyldig, men man skal dog bemærke, at man ikke
kan tegne nogen Polygon, der indeholder flere end to
ubekendte Sider. Man maa saaledes begynde enten med
den. til A eller den til D svarende Kraftpolygon. Be
gynder man med den sidste, maa man derefter først tegne
Kraftpolygonen svarende til Knuden E, da der, efterat m
er funden ved Hjælp af den til D svarende Kraftpolyg-on)
kun angriber to ubekendte Kræfter i E, medens der i C,
angriber tre~. Naar g er funden, kan man gaa til den til
C svarende Polygon, eftersom der i denne nu kun indgaar
de to ubekendte d og e.

Til Knuden D paa Fig. 65a svarer paa Fig. 65b Polygo
nen Rhm; h maa gaa ud fra det Punkt, hvor R og Q
støde 'sammen, fordi h skal indgaa i en Polygon med saavel
R som Q. Da den Orden, i hvilken Stykkerne nævnes,
angiver Omløbsretningen i Polygonens Omkreds, som er
bestemt ved R's Retning, indser man, at h bliver trykket,
eftersom Modstanden i den gaar ind imod D, medens
m bliver strakt, da Modstanden gaar bort fra D. Til
E svarer Trekanten mgf; g bliver trykket og f strakt.
Til C svarer g h Q d e, d bliver trykket og e strakt. Til
F svarer feeb, hvor e trykkes og b strækkes. Til B
svarer edPa, hvor a trykkes. Linien a's Beliggenhed paa
Fig. 65b er bestemt, saasnart alle de øvrige Kræfterere
tegnede.' Trækkes en ret Linie fra Skæringspunktet mellem
P og S til Skæringspunktet mellem b og e, skal den vise
sig at blive parallel me,d a paa Fig. 65 a, ifald Tegningen
er rigtig. a vil altsaa paa Diagrammet blive Kontrollinie,n.,
Som fremhævet i· Begyndelsen af Afsnittet om Ledsystemerr

1?aa der, for at Bevægelse ikke skal finde Sted, i hver Knude
være Ligevægt mellem .de i den virkende ydre Kræfter og de
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Modstande, som Materialet i de Ledstykker, der støde sam
men i vedkommende Knude, maa yde mod de i Stykkerne
fremkaldte Spændinger, hvorfor der ogsaa ved den grafiske
Bestemmelse af disse Modstande for hver enkelt Knudes
Vedkommende tegnes en Kraftpolygon, som angiver denne
Ligevægt.

Ved den saakaldte Snitmetode ligger den samme
Betragtning til Grund for Bestemmelsen af Modstandene og
dermed afSpændingerne i Ledstykkerne, men her tænkes
en Del af Ledsystemet ved et Snit skilt fra Resten af Sy
stemet. For at den tilbageblevne Del til Trods herfor skal
kunne være i Ligevægt (svæve frit), maa man paa de' Steder,
hvor Ledstykker ere overskaarne, anbringe ydre Kræfter
af samme Størrelse og Retning som de Modstande, der
ved Overskæring af Stykkerne ere faldne bort. Disse
Modstande er det netop, som skulle bestemmes, hvilk~t

kan ske ved at opstille de tre Ligninger, som ere Be..
tingeIsen for Ligevægten mellem de 'paa den tilbageblevne
Del af Ledsystemet virkende ydre Kræftet og de i de over
skaarne Stykker virkende ubekendte Modstande, der nu
ogsaa fremtræde som ydre Kræfter. Af disse tre Ligninger
kan der kun bestemmes tre Ubekendte, og der maa
.altsaa i Ligningerne kun indgaa tre ubekendte Modstande.
Et Snit, som deler Ledsystemet i to Dele, maa altsaa i
,det højeste overskære tre Ledstykker, i hvilke Modstan
dene ere ubekendte. I Stedet for at benytte alle tre
Ligevægtsligninger foretrækker man imidlertid som oftest
at benytte Momentligningen alene, da man ved. de tre
Momentligninger, som faas med Hensyn til tre forskellige
Punkter, kan finde de tre ubekendte. Modstande. Bereg
ni~gen af disse kan yderligere lettes, 'naar man kan vælge
hver af Momentpolerne saaledes, at Momenterne af de to
Modstande med Hensyn til vedkommende Pol blive
Ved Opstillingen af disse Momen
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regnes Modstandene i de overskaarne Stykker
altid bort fra den Knude, hvorfra de udgaa. Faar
man da ved Beregningen en positiv Værdi for en' Mod
stand, gaar denne bort fra Knuden, og Stykket strækkes;
bliver ,Modstandens Værdi negativ, virker den ind imod
Knuden og Stykket sammentrykkes.

Lægger nlan saaledes i Ledsystemet (Fig. 65 a) Snittet
MN, vil det .overskære a og b. Den Del af Ledsystemet,
som .ligger til højre for MN, tænkes borttagen, og. i
End~punkterne af de tilbageblevne Stykker af a og' b an
bringes ydre Kræfter, begge virkende bort fra A. Gøres
F til Momentpunkt, bliver Momentligningen for Kræfterne
S, a og b

s . 3 + a. O'H + b . O== O;
-3. S . 22000

a . ---. == --,-,-'~. == -7333 kg.
0'9 ·0

0'9
tg V • T. 0'3' V - 16'7°.

Tages B til Momentpunkt, bliver Momentligningen

S . 3 - b.3 sin v + a . O- O;

S 2200
b --.-- . '. 16 0- 7654 kg.

SIn v SIn '7

Modstanden i a gaar altsaa ind imod Knuden og a trykkes,
medens Modstanden i b gaar bort fra Knuden og b strækkes.

I, det følgende udelades 'deLed i Momentligningerne,
som blive Nul ved, at Momentarmen er Nul.

Til Bestemmelse af c og d, lægges Snittet OG,. og den
til højre derfor liggende Del af'Systemet tænkes borttagen.

Gøres A til Momentpunkt, 'vil Momentligningen, idet
Modstanden c antages at virke lodret nedad, blive

2409·3.+c.~-O, hvoraf c. --2400.kg.
6



Tages F til Momentpunkt, faar man Ligningen

d- -7333 kg.
"

c og d sammentrykkes.
Til Bestemmelse af e og f lægges Snittet f L, og den

højre Del af Systemet tænkes borte.
Tages C til Momentpunkt, faar man Ligningen

2200 ' 6 -2400. 3 -f· 0'9 == O.'

f = 2200 . 6 - 2400 . 3 = 6667 kg. f strækkes.
0'9

Ved at tage' E til Momentpunkt faar man 'Moment

ligningen

. 2200 . 6 - 2400 . 3 +d .0'9 + e . 3 sin v== O,

idet e antages at virke bort fra F. Inasætter man heri

d == ---- 7333, faar man

2400 . 3 + 7333 . 0'9 --- 2200 . 6 _ 200
e == 3 sin' v - sin 16'7°

=== 695'8 kg. e strækkes.

Til Bestemmelse af g og h lægges Snittet RT, og
venstre Del af Systemet tænkes borte. Tages D til
Momentpunkt, faar man, idet g antages· at virke lodret

opad, Ligningen

f .019 + g. 3 - 0, hvoraf g = _f.~'9 - -- 2000 kig;

n,aar man i Ligningen sætter f == 6667. g sammemtrykkes..
Tages E til Momentpunkt, faar man Ligningen

il . 0'9 + 2000 . 3 = O; h = __ 20~0 . '3 = - 6667 k.g.
. ' ,9

h sammenlrykkes.
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Lægger man endelig Snittet U V,. og tænkes Systemets
venstre Del borte, faarman, naarC tages til Moment
punkt, Ligningen

nz .3 sin v - 2000 . 3 == O.

2000 .3 2000
ffZ === --,------:-== 16 0===6958 kg.

3 sin v' sin '7

Ekspl. 43. Paa Fig.66 a er der vist en arm eret
Bjælke med een Støtte.

I .B virker Vægten P og i A og C henholdsvis Mod
standene R og Q.

Paa Fig. 66 b har man først tegnet den til disse sva
rende Kraftpolygon.

Til Knuden A svarer R a b; a trykkes, b strækkes.
Til Knuden B svarer a Pd e, baacle e og ti trykkes, <Jg

til C svarer d Q e, hvor ,e strækkes.
Ved de ,armerede Bjælker gøres selve Bjælkerne af

Smedejærn eller Træ, Støtterne afStøbejærn, .Smedejærn
eller Træ og Baandeneaf Smedejærn.

Eksp1. 44. Fig. 67a viser et dobbelt Hængeværk.
I B og C virke henholdsvis P og Q, hvorefter Reaktio
nerne R og S findes. Efter at den til disse fire Krrefter
svarende Kraftp'olygoner tegnet paaFig. 67 b, ete de til
de enkelte Knuder svarende Kraftpolygoner~undne. TU
A svarer S ba, ·a trykkes og b strækkes; til E svarer a c ti,
e 'sttrekkes og ti trykkes; lil B svarer' e b P e, hvor e
strækkes; til C svarer eQ h.~ baade h og f strækkes; til
F svarer (JIJg, hvorgtrykkes;ende'lig svarer til D Tre.;
f<2itlten Rgh. h er Kontrollinien.

De to ,armerede Bjælker ,og Hængeværket paavirkes
ofte af en over Bjælken jævnfordelt.Belastning, der i saa

6* .
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Fald af Hensyn til Bestemmelsen af de sammentrykkende
og strækkende PaavirkniIiger, som komme til at virke i
Systemets forskellige Stykker, tænkes fordelt paa "Bjælkens
Knuder paa den Maade, at den Belastning, som hviler paa
et mellem to Knuder liggende Bjælkestykke, fordeles med
Halvdelen til hver Knude. Bjælken tænkes altsaa i saa
Fald overskaaren i vedkommende Knude. Var den jævn
fordelte Belastning paa .Bjælken i Fig. 65 a K, vilde i dette

Tilfældesaave1 P som Q være blevne K I hvorhos der i A og. 3

D vilde virke: lodret nedad paa hvert af Stederne. Da

der desuden i A og D virke Reaktioner lodret opad af
. K

Størrelse 2' faa de Reaktioner, som skulle holde Lige-

K K K
vægt med P og Q, Størrelsen 2" - 6== S'

Da man ved Diagrammets Bestemmelse ganske ser
bort fra, at Belastningen muligvis er jævnfordelt, maa
man sen.ere ved Bestemmelsen af Stykkernes Tværsnits
dimensioner tage Hensyn til· en saadan paa Ledstykket .vir
kende jævnfordelt Belastning. Tværsnitsdimensionerne af
de tre Stykker A B, B e og C D ville i saa Fald være at
beregne saavel for den paa Diagrammet fundne sammen
trykkende Paavirkning som. for Bøjning, idet Stykkerne hvert
for sig ere Bjælker med jævnfordelt Belastning, understøt-

. tede .v~d Enderne og med e.t fritliggende paa· B m.
Bjælken AD danner iøvrigt i Almindelighed eetStykke; i

hvilket Tilfælde man overalt maa give den samme Tværsnits
dimensioner, som det stærkest paavirkede Stykke vilde faa.

Hvilede der paa de paa Fig. 66 a og Fig. 67a som
A C og A D betegnede Bjælker· en jævnfordelt Belastning

K
K, vilde P for Fig. 66's Vedkommende blive lig med ~

2
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K
og virke lodret nedad, medens Q samtR hver blev 4' VIr-

kende lodret opad; ved Hængeværket paa··Fig. 67a bliver
'. K K

P = Q == - og R == S == -'-, de to første virkende
3 3

lodret nedad, de to sidste lodret opad; I disse Tilfæløe
ville Stykkerne af ·.Bjælken A e (Fig. 66 a) være at be:
regne saavel for Sammentrykning som for Bøjning" medens
Bjælken A D's Stykker (Fig. 67 a) maa beregnes for saavel
Strækning ~om Bøjning.

Ekspl. 45. Fig. 68a viser detsaakaldte enkelte
. Sprængeværk, hvor Bjælken A e i Midten understøttes
af to Skraastivere, der i Punkterne D og E skulle overføre
en Del af den pa.a Bjælken hvilende Belastning paa Side
murene. Antages der paaA e at hvile en jævnfordelt

Belastning K, vil P blive ~, og der vil i A og C direkte

K
overføres et Tryk af 4 paa hver af Sidemurene. Til at

modstaa P maa der gennem Skraastiverne E·B og D B
virke Modstande, som ere kaldte henholdsvis Q og R.
Disses Størrelser ere fundne paa Fig. 68 b, hvor d.et lige
ledes er angivet, at Stiverne a og bpaavirkes til Sammen
trykning af Kræfter af samme Størrelse som Q og R.
Bjælken A e~s to Dele AB og Be blive,i~fkke Genstand
for nogen sammentrykkende eller strækkende PaavirknIng,
men de paavirkes hver for sig kun af en jævnfordelt Be-

'. K
lastning -. De maa altsaa beregnes som Bjælker under

~

støttede ved Enderne, med Spændyidde A B og B e og,
paavirkede af en jævnfordelt Belastning.

Ekspl. 46.. Paa Fig. 69a er der fremstillet et d o b b el t.
Sprængeværk. Her understøttes Bjælken AD foruden
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ved Enderne ide to Punkter B og C. For saa vidf der
paa Bjælken hviler en jævnfordelt Belastning K, ville p og Q

hver blive :' medens enhver af Murene ved A og D vil

modtage et lodret Tryk af: Fig. 69b viser med tykke

Linier den Kraftpolygon, som (lngiver Ligevægten mellem
Vægtene Q og P samt Modstandene 5Qg R. Til Knuden
B svarer Krafttrekanten P a b, hvor altsaa baade a og b
trykkes. Til C svarer Q b c, c trykkes saaledes ogsaa.Bjæl~

ken AD's Stykker paavirkes udelukkende af den jævnfordelte
Belastning. Ved det dobbelteSprængeværkudelades under
tiden Stykket b, i hVIlket Tilfælde Bjælkestykket Be for
uden at paavirkes af den jævnfordelte Belastning tillige
maa optage den sammentrykkende Paavirkning, som ellers
Stykket b vilde blive Genstand for.

Ekspl. 47. Fig. 70 a viser en Kr an, som er støttet for..
oven ved A i et HalsIeje og forlle~en ved B i et Sporleje,
medens der i C virker ,en Byrde Pl' Kranens Egenvægt
P~ tænkes virkende gennem, dens Tyngdepunkt. Ved
Hjælp af Polstraalerne til Polen p paa Fig. 70 b og den til
disse svarende Stangpolygon l 11 IV paa Fig. 70 a findes
Beliggenheden af Resultanten af Pi og P 2. Denne skærer
den' vandrette Reaktion' P3 gennem A i Punktet D, hvor
igennem den,.J B virkende Reaktion P 4 maa gaa. Paa
Fig. 70 b er d'~rnæst P 4 opløst i Reaktionerne P5 lodret
opad og P6 vandret. P l , P2 , P 3 , P 5 og P 6 ereindbyrdes
i Ligevægt.Paa Fig. 70 c har man ved de to Reaktioner .
Ps og Pa, v'ed de til PolenPl trukne Polstraaler og ved
Stangpolygonen 111 VI VIII VII bestemt Paavirkningerne
P7 i E og Ps i F. Bøjningsmomenterne for de enkelte
Tværsnit af Kranstammen faar man paa ~ædvanlig Maade
ved Produktet af Polafstanden for Pi og de Stykker, 'som
.Stangf)olygonen fIl VI VIII VII afskærer"paa Linier parallf!le
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med P
7

og Ps. Sluttelig ere Paavirkningerne Pfj i Baandet
E C og Pio i Stiveren CF fundne paa Fig. 70 e, idet P.,
maa være P9's ene Komposant, medens den anden Kom:.
posant virker efter E A, og Ps maa være Pi0's ene
Komposant, medens den anden virker efter F B.

Resultatet af det udviklede vilalts"aa v~re, at F C
paavirkes til Sammentrykning, C E til Strækning, E F til
Sammentrykning, Bøjning og Forskydning, E F til Stræk
ning, BøjIling og Forskydning og endelig AE til BøjIling

og Forskydning.
.De sammensatte Ledsystemer forekomme, foruden i de

aniørte og lignende Konstruktioner, navnlig i Tagværker
som de saakaldte Spærfag samt i Broer som Gitterdragere.

Forinden specielle Eksempler paa saadanne Konstruk.,.
tiQuer anføres, skal man omtale,hvilke ydre Belastnin~er~

der kunne komme til at hvile p~a dem.
Ved Spærfag fors11aas de i Tagværker indgaaende

Hoveddragere, som bære Tagbeklædningen med den der
paa kommende tilfældige Belastning, og som o~erføre den
samle,de Vægt paa de Mure eller Søjler, der hære Taget.
Hele :Belastningen tænkes i de følgende Eksempler fordelt
paa Spærets enkelte Knuder paa den Maade, at Vægten
af €le enkelte Ledstykker med den derpaa hvilende Belast
ning fordeles med Halvdelen til hver af de to Knuder"til
hvilke Ledstykket støder. Spærene tænkes altsaa over
skaarne ved Knuderne. Vil man behandle dem som

værende i eet Stykke, maa Belastningen fordeles som an
givet Side 7{}--71 (Clapeyron).

Belastningen paa Spærfaget hidrører som bemærket
fØFSt og fremnlest fra Tagets Egenvægt, der afhænger
aJ Tagkonstruktionens Art, de Materialer, som indga~ i
Tagkonstruktionen, og Afstånelen. mellem Spærfagene.

Paa Tabel XI. A. findes anført Tages Egenvægt i
kgfm2 'af Tagets Horisontalprojektion.
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Heri indgaar dog ikke selve Spærfagenes Vægt, som
man ved en foreløbig Beregning kan sætte til 10 il 25
kgjm2 af Tagfladens Horisontalprojektion.

Den tilfældige Belastning hidrører dels fra Sne
tryk og dels fra Vindtryk.

Snevægten ansættes til højest 75 kgjm2 af Tagets
Horisontalprojektion.

Vinden kan antages at virke skraat nedad i en Ret
ning af 100 med det vandrette Plan. Paa et faststaaende
Plan, der er vinkelret paa dens Retning, vil den udøve
et Tryk p == 0,12248 V2 ikg/m2'lnaar V betegner Vin-

. dens Hastighed i Meter pr. Sekund. Vindtrykket kan
ved Bygningskonstruktioner passende regnes at være ikke
under 125 kgjm2; ved høje og isoleret liggende Bygninger
'saasom Skorstene kan det stige til 250 kg/m2, i særlige
Tilfældeendogsaa højere.

Ofte nøjes man med at regne med Vindtrykkets lod
rette, Komp9sant, idet man ser bort fra den vandrette
Komposant. For dette Tilfælde er der paa Tabel XI. B.
,angivet Totalbelastningen ved 'almindelige Bygninger,alt~

saa Tagets Egenvægt, Snetryk og Vindtrykkets lodrette
Komposant i kgjm2.

Gitterdragerne benyttes navnlig ved Broer til at
bære selve Brobanen' (Tværdragere, Længdedragere og
Brodække) samt den derpaahvilende tilf~ldige Belastning,
der afhænger af Broens forskellige Anvendelse, om den er
en Gangbro, en Vejbro eller en Jærnbanebro.

Ved Gangbroer regner man, at den største tilfældige
B,elastning vil fremkomme, naar Broen er tæt pakket med
Mennesker. Belastningen kan da sættes til 500 kgjm2•

Egenvægten, af saadanne Gangbroer af lettere Konstruktion
kan ved en foreløbig Beregniilg anslaaes til .

p == (120 b + 1'5 12 + 60) kg pr. løb. Meter af Broen, (12)
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hvor b er Afstanden mellem Gitterdragerne og 1 disse~

fritliggende, begge udtrykte i _Meter. Ved Vejbroer og
. Jærnbanebroer maa Belastningen' -gøres. til Genstand for
mere indgaaende Undersøgelser. Den samlede Vægt, som
kommer til at hvile paa en Gitterdrager, fordeles paa
dennes enkelte Knuder paa den ved Spærfagene angivne

Maade.

Ek~pl. 48. Fig. 71 a viser ef Spærfag med Hane
bjælke. I Knuderne B, C ogD virkedeligestore Vægte
T, p og Q lodret nedad, medens' der i A ", og E virke Re
aktioner S og R lodret opad,hver lig -!<T.+P+Q).

Til Knuden A paa Fig. 71 a svarer paa Fig..71 b: Sal
B aTbe
C bPc
D cQde
E .dR!

a, b, e, d og e trykkes, medens I strækkes. Hvis
Tagkonstruktionen er indrettet saaledes, at der i Knuderne
er anbragt Aase mellem Spærfagene, og naar Tagbeklæcl:
ningens Vægt samt den tilfældige Belastning gennem Over~

spær overføres til' disse Aase og derfra til K:r:uderne, blive
S·pærenes. Dele kunpaavirkede' til Sammentrykning., Findes
der Aase mellem .,Knudepunkterne,· paavirkes Spærene tillige
til Bøjn·ing. Hviler Tagbeklædningen paaLægter, der di
rekte ere befæstede til Spærene, virker der paa Spærenes
Stykker foruden de ved Diagralumet fundne sammen
trykkende Paavirkninger tillige en jævnfordelt Belastning
til Bøjning. Spærene betragtes ved Bestemmelsen af deres
Tværsnitsdimensioner som overskaarne ved B og D. Tag-

. bjælkerne f beregnes forStrækning, med mindre de danne
Underlag for et Gulv, hvorpaa der kommer til at hvile en
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l er KOl:ltrol1inien; a, c, d, f, k og i trykkes,' medens
b, e, h, g og l· strækkes.

er PQR, og de til Knuderne paa Fig. 75 a svarende Poly
goner paa Fig. 75 b ville fra ve~stre til højre blive: .R~ /j;
hcd; caPfe;deg; Qgf g er Kontrollinien. a og l
trykkes. b, c, d, e og g strækkes.

EkspL 58. Fig 76 a viser et fransk enkeltstøttet
Spærfag_ med, fem Trækstænger.

Tagets Højde h er 3 m og dets Spændvidde l er 9 m,
altsaa Forholdet, mellem dem l. Ifølge Tabel XI. B. kan
Totalbelastningen, naar Taget tænkes dækket med Skifer,
i saa Fald 'regnes ti1210 kgjm2, hvortil kommer Spær
fagets egen ,Vægt, der ansættes til 10 kgjm2, altsaa
ialt 2.20 kgjm2 af Horisontalprojektionen. Afstanden
mellem Spærfagene tænkes at være 4 m. Paa hvert
Spærfag kommer altsaa Belastningen paa en Tagflade~

hvis vandrette Billede er 4: .. 9·=== 36 m2,. Hele Be
lastningen paa Spæret bliver saaledes36 . 220 = 7920 kg.
Regnes den til 800.0 kg) virker der i B, C og D 2000 kg
og i A ogE 1000 'kg lodret nedad, medens der iAng
E ViTke'1" 4000 kg },odret opad, som sammensatte med
de 1000 kg lodret nedad give Krætterpaa 3000 kg
lodret opad. Altsaa er T == P == Q ,== 2000 kg og
R =S == 3000 kg.

PaaFig. 76 b er Diagrammet tegnet.

Sab
aTdc
beeh
edPfg
fQkz'

hgi l

Til A paa Fig. -76 a svarer paa Fig. 76 b :

B
F
C
D
G

Belastning, i hvilket Tilfælde de tillige ville paavirkestil
Bøjning.

Ane Spærfagets Dele gøres af 'fræ.

Ekspl. 52. Fig. 75 a viser et Spærfag med faID

Trækstænger.
Den af de ydre Kræfter paaFig.· 75 h dannede Polygon.

Ekspl. 49. Fig. 72 a viser et Spærfag med tre
Trækstænger.

De ydre Kræfters Polygon er PQ R. Følger man
Knuderne paa Fig. 72 a fra venstre til højre, faar man paa
Fig. 72 b efterhaanden Polygonerne: R a b; il P d c; b c e;
e er Kontrollinien. aog d trykkes, medens b, c øg e

strækkes. Alle Stykkerne kunne passende gøres af
Smedejærn.

Eksp1. 50. Paa Fig. 73 a er der vist et enkeltstøttet
Spærfag med treTrækstænger. Den af de ydre
Kræfter dannede Polygon er paa Fig. 73b Q"PT S R.
:F'ølger DIan Knuderne paaFig. 73 a fra højre til venstre,
vine Kraftpolygonerne paa Fig. 73 b blive: Rhz"; hQfg;
f Pie; dTae; endelig bliver b Kontrollinien'. Til den
midterste Knude svarer Polygonen g e c b i. a, d)/, h, c og g
trykkes, medens b, z· og 'e strækkes. Spærene og Støtterne
kunne være af Træ eller Smedejærn, Trækstængerne af
Smedejærn.

Ekspl. bl. Fig. 7-4 a VIser et Schweitzer Hane
b}ælkefag uden Tagbjælke.

De ydre Kræfters Polygon er QPT S R. Følger m,an
paa Fig. 74 a Knuderne fra højre til venstre, faar man paa
Fig. 74t h Polygonerne: Rab; aQdc; dP/e; f Tig; z'Sh;
b ceg h. h bliver KontroHinien. a, c, ti, /, .g og i trykkes,
medens b, e og h strækkes.
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Lægges endelig Snittet V VI, og højre Dela~ Spær;.
faget tænkes borte, faar man,.naar C tages til Momentpol,.

I dette Eksempel er foruden den grafiske Metode ogsaa
Snitmetoden angiven.

Til Bestemmelse af a og b lægges Snit 1 11, og højre
Del af Spærfaget tænkes borte. For F som Momentpol
faar man

3000 . m
3000. m + a. BF= 0, hvoraf a == - -B~F-

Ekspl. 55. Fig. 78 viser et Halvtag, som i A tænkes
hvilende paa Muren, medens det ved B er fastgjort ind i
Muren paaen saadan Maade, at der her, kun kan ydes en
Modstan'd i vandret Retning. De ydre Kræfter ere
M, N, O .og Po Deres Resultant .er ,Q, som skærer den
vandrette Modstand' gennem B i C; Modstanden i A maa
altsaa virke efter Linien A·C. Ligevægten mellem' de ydre
Kræfter er angiven paa Fig. 78 b ved Polygonen PO NMS R.
'Til de 'forskellige Knuder paa Fig. 78 a, tagne f.ra højre
til venstre Side, svare paa Fig. 78 b følgende Polygoner:
Pab; aOdc; bee/; edNkg; jgih; z·kMSI.ler 'Kontrol
linien. a, d, e, i og k strækkes og de andre sammentrykkes.

Udføres Tegningen nøjagtigt iet ikke· for lille. Maale
stoksforhold, kunne de i de ovenfor fundne Udtryk ind
gaaende ubekendte Længder maales paa Tegningen, men
det er selvfølgelig det nøjagtigste at beregne dem.

Naar man har fundet Modstandene i a, b, c, d, eog
h,ere paa Grund af Symmetrien i Spærfag· og Belastning
ogsaa Modstandene og dermed Spændingerne ideøvrige
Stykker bekendte.

Ekspl. 54. Paa Fig. 77 er ~er vist et belgisk Spær
fag med tostøttet Spær.

De i Knudepunkterne virkende ydre Kræfter ereL, M,

N, O, P, Q og T samt Reaktionern~ S og R. Polygonerne,
som' svare til de enkelte Knuder, nævnede fra højre til
venstre, blive: TopS; oQmn; mPkl;pnl'ih; ikOjg;
/Nde; dMae; hgeeb og ·LRba. b er Kontrollinien;
b, g, h, i og p strækkes, medens de øvrige sammentrykkes. ,

3000 . m -- 2000 . n + d . B F = 0,

d
_2000 .n- 3000. m
-BF' .hvoraf

og for B som Momentpol

3000 •. 2, 25 - b • BH,-----, O, hvoraf b = BOO~,~j 25.

Lægges Snittet 11/ IV, og tænkes højre Del af Spær~·

faget borte',.faar man for A som Momentpol

, + A B ° hvo''raf . 2000. 2', 2'52000 . 2, 25 .c.' .... " c === - A B '

og for F som Momentpol

hvoraf

3000.4'5 - 2000.2'25 - h .'2'7 = 0,

h = 3000. 4'5 ~. 2000.2,25,

2'7

og, naar A tages til lVlomentpol,

.2000.2'25+ h .0'3 - e.y == 0,

2000 .2'25 + h. 0'3hvoraf e = .
y

-Heri maa indføres den for h fundne Værdi. Da a, c
og d erenegative,blivede ,trykkede; ,medens b, eogh,
der ere. positive, strækkes.

Eksp1. 56.' Fig. 79 a fremstiller et fransk Spærfag
med trestøttet Spær.
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Spændvidden l ===20 m og Højden h ~ 5m, altsaa
It 1
t 4' Afstanden mellem Hovedspærfagene fra- Midte

til Midte 'er 5 In, og Taget antages at være Skifertag, sao.
at den samlede Belastning pr. m2 af Tagets vand'rette
.Projektion kan regnes tilJ90 kg, hvortil kommer Spær
fagets Egenvægt, cler er 10 kg/m2. Den hele Bel,ast-i
ning paa h~ert Hovedspærfag bliver altsaa20 .0 .200 ..•..........
20000 kg. Naar Spæret tænkes overskaaret i Knuderne,
vil der følgelig paa enhver af Knuderne med Undtagelse
af de to nederste, som hver belastes af 1250 kg, komme
Tryk lodret nedad 'paa 2500 kg. Enhver af de. to J<eak
tioner .bliver i saa Fald 10000 kg. I dette. Eksempel vil
det vise sig at være nødvendigt tillige et enkelt Sted at
benytte Snitmetoden.

Ligevægten mellem de ydre Kræfter er paa Fig. 79 b

angiven ved Polygonen PI P 2 Ps P 4 P 5 P 6 P7 P S P g PIO Pll-

Begynder man fra venstre Side, vil· man efterhaanden paa
Fig. 79 b faa følgende til Knuderne paa Fig. 79 a svarende
Polygoner: PI1PIab; aP2 dc;bcef' Da der. saavel i
den Polygon, som angiver Ligevægten mellem.f, g,k og'
t, som i den, der svarer til den Knude, hvor Ps an'griber,
vil være tre ubekendte, kan man ikke konstruere nogen
af de til clisseKnu'dersv'arende Kraftpolygoner. For at
komme videre iDiagrammet,lnaa m'anda først vedStiit
metoden finde en af de ubekendte Spændinger, i hvintet
0jemedSnittetll.let lagt gennem t, v og n.Tages Punktet
B tIl .Momentpunkt, idet den til højre for Snittet liggende
Del afSpærfagettænkes borte, lYliver'MomentIigningen

8750 .10 --2500 .7'5 - 2500'.5 -2500.2'5 - t. 4'5 =0,

hvoraf . l = 87500 - 2500 · 15 = 11111 kg.
5

:D,<~·rJ:;n:ie Væ-r:di for l afsættespaaFig'.'i9 b sIDm ,iirllt1:gaa...
ende i Po]yg9nen fg k I, og nu kunne d;e øvri'g'e" Pi(i)~Jgw.er

95

eft:.erbaanden tegnes. De blive: g ed Ps i h; Z" P 4 ø In ;

khmo; onP5Qp; qP6 sr; pr/u; tuvx; VtsP7''ZY;:
xyæ ø; Kontrollinien bliyer w; endelig æz Pswog
P9R 10 ø w. ·Selve Spærene og de seks l)aa dem lodrette .
Ledstykker (Støtterne) blivesammentrykkecle, de øvrige
Ledstykker strækkes.

Ekspl. 57. Paa Fig. 80 a er der vist et engelsk
Spærfag med tostøttet Spær.

-Medens 'man i de foregaaende Eksempler harsetbott
ftaVindtrykkets vandrette KOlnposant,og altsaa kun har
taget Hensyn 'til den lo4rette, idet denne indgaar under<ue
paa Tabel XI. B. angivne Belastninger, 'er hele Vindtry-kket
taget Ined i Beregning idet foreliggende EksempeL Vinden
antages at virke skraat nedad fra venstre Side under eri Vinkel
af 10° med den vandrette Linie. Vindtrykkets Størrelse>!;)e-·
stemmes· derved, at man projicerer den Del af Tagfladen, sem,
bl;{~reS af Spæret AiD, ind paa etPlau, der er vinkelret
pe:aVindretningen V,og derpaa multiplicererTagfl~ctens

Projektion (paa Fig. 80 a angiven ved 'AH) medVimcl
trykket "'pr. Arealenhed. Dette Vindtryk, der vil:Fordeire"

sig paaKnuderne A, .B, C og D m·ed t, t, t og t, "Yt1
imidlertid ikke virke paa det leddede Syste·m medd~ts,

f'tilde ·Kraft. OpLøser m,an nemlig V i to' Komposanter",
hvoraf den ene følger langs med Spæret,med'enstl'en
anden staar vinkelretpaa det, vil, forsaavidt T agHaden er
glat, den 'Del af Vindtrykket,wsom følger Spæret,igli.deaf
uden·at kunne udøve n{)getTryk paa Spærfaget, hvot:'f'@r' .
Iuan·· i saaFald kun har at tage Hensyn tllKonaposanten
vinkelret paa Spæret. Kan Tagfladen ikke betragtes som'
glat, b·ør lIlan regne med hele Vinatrykket~ Vindurykkets,
Opløsning efter de2 omtalfie Retninger erpaaFig.SO a

foretagen i Midt]?unktetafAD, hvor Resultanten af "Vind,.
tr'y;kketvHangr~be. Denpaa$pæret vinkelrette Kømp;~'Sant~.
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er betegnet. med Q, og den er derefter fordelt paa ~e fire
Knuder, som· foran angivet. Komposanterne ere betegnede
ved 1', 2', 3' og 4'. Mod disse fire Kræfter eller, hvad der
bliver det samme, mod deres Resultant Q maa Understøt
ningerne yde Modstande. Spærfaget paa Fig. 80 a er,vist
befæstet ved A, medens det ved G hviler paaet System
af ·Ruller, hvorved Spærfaget kan forlænges og forkortes,
uden at dette vil gaa ud over Murene, der i modsat Fald
vilde' udsættes for stærke Sidetryk. PaaGrund af· denne
Maadeat befæste Spæret paa, vil Understøtningen ved G
imidlertid kun kunne yde Modstand lodret opad,. medens
Understøtning-en ved A maa optage det fra Vindtrykket
hidrørende Sidetryk. Retningen for Reaktionen' i A maa
altsaafindes ved at forlænge. Q til Skæring med den lod
rette Linie gennem G og ved fra dette Skæringspunkt at
tegne en ret Linie gennem A, som vil blive den Linie,
hvorefter Reaktionen i A vil virke. Dette Skæringspunkt
vil imidlertid altid falde langt horte, og. Tegnepapiret
maatte saaledes være meget ,stort, hvis det var nødven
digt at finde dette Skæringspunkt. Det gælder dog kun
(lm· foruden A at kende et Punkt til af Reaktionencler
ig~nnem) da dens Retning' saa er bestemt. Et saadant
kan findes, som vist paaFig. 80 a, ved igennem K, der
ligger paaA D i Afstande'n A K :== t.A], at tegne en
Linie parallel med Q og derefter gennem det Punkt· af
Linien AG, der ligger i Afstanden t AG fra A, at tegne
en Linie parallelmedReaktionen gennem G, altsaa
lodret. Disse to Linier ville da skære hinanden i. et· Punkt
af den søgte Reaktion gennem A. Beviset for Rigtig
'heden af denne Konstruktion føres let ved Hjælp af lige
-dannede Trekanter. L A, KL og LC ,angive saaledes
Retningerne for henholdsvis Reaktionen ·gennem A,Vind
trykket Q og Reaktionen gennem G. Fra L har man i
Forlængelsen af KL afsat Q, som med_Kræfterne efter
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Linierne L C og L A danne en Trekant, der angiver Lige
vægten mellem disse tre Kræfter. Reaktionen i G er
betegnet, ved 9 og Reaktionen i A ved 10.

Tagets Egenvægt samt Snetrykket, som er tænkt
jævnfordelt over Tagfladen, ere fordelte paa sædvanlig
Maade over Spærenes Knuder, og de Paavirkninger, som
herefter komme i. disse, ere betegnede ved 1. 2. 3. 4. 5.6.

og 7, medens Reaktionerne i G og A kaldes 8 og 11.

'Paa Fig. 80 b er først tegnet Kraftpolygonen 1'. 1 .

2' .' 2 . 3' . 3 . 4' . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 . 11, hvorefter de til de
forskellige Knuder svarende Kraftpolygoner ere tegnede
i følgende Orden: 10. 11 . l' . 1 . 12 . 13; 12. 2' . 2 . 15 . 14 ;

13 .14 . 16 . 17; 16, .15 .3' . 3 .19 .18; 17.18 .20 .21; 20 .19.4'.

4 . 23 . 22 ; 21. 22 . 24 . 25; 24. 23. 5 . 27 . 26; 25. 26 . 28 . 30 ;

29 bliver Kontrollinien. Spærdelene og Støtterne sammen
trykkes, medens alle de øvrige Ledstykker strækkes.

Naar Vinden kommer fra den anden Side, bliver Dia
grammet en Del forskelligt fra det paa Fig. 80 b viste,
saaledes som det ses af:

Ekspl. 58. (Fig. 81). Her tænkes Vinden blæsende
fra højre Side, men Opgaven er iøvrigt forskellig fra den
foregaaende derved, at der tænkes liggende Snevægt paa
clen venstre Halvdel af Spærfaget (Læsiden), Inedens der
paa den højre Halvdel kun virker Egenvægt. Vindtrykkets
Komposant vinkelret paa Spæret D G er her ligeledes be
tegnet ved Q og af samme Størrelse som i Ekspl. 57; det
fordeler sig paa Knuderne paa samme Maade som der, og
de Tryk i disse, som hidrøre fra ·Vinden, ere betegnede
ved 4J

, 5', 6' og 7J
• Da Spærfaget kun er befæstet i A,

, maa Reaktionen gennem G være lodret. Den Linie, hvori
Reaktionen gennem A vil virke, maa altsaa findes ved at
forbinde A med Skæringspunktet mellem Q og den lodrette
Linie gennem G. Da dette Skæringspunkt falder uden-

7
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for Papiret, maa man som i forrige Eksempel finde
et andet Punkt af Reaktionen gennem A. Forlænges Q
til Skæring med AG i Punktet K, og trækkes en Linie
parallel med Q gennem L, der er Midtpunktet af AKt
vil denne Linie ved Skæring med den lodrette Linie
gennem Midtpunktet af A G give et Punkt M af den
søgte Reaktion. A forbinclesmed M, og den Trekant,.
som angiver Ligevægten mellem Q og de to Reaktioner
90g 10, tegnes. '1 Eksempel 57 bleve Reaktionerne 8 og
1~ ligestore, fordi Belastningen (Egenvægt og Snevægt) var
jævnfordelt over Spærene. Da Snetrykket kun virker paa
A D, men ikke paa D G, ville Reaktionerne i A og G blive
ulige store, hvorfor de maa bestemmes ved en særlig Kon
struktion. De ere fundne ved en Kraftpolygon med Pol Pi
(Fig. 81 C) og den dertil svarende Stangpolygon l lIllI IV

V VI VII. Paa Fig. 81 b er Diagrammet tegnet paa sæd
vanlig Maade, efter at først Kraftpolygonen 7'.,7. 6' . 6 .

5',.5 .4' .4 . .3 .2. 1 . 11 .10 . 9 . 8 er konstrueret. Man vH'
se, at de forskellige Leclstykker her blive paavirkede af
andre Kræfter end depaa Fig. 80 b fundne, idet nogle af
Paavirkningerne blive større, men de fleste mindre end de i
EkspL 57 fundne, hvor Vindtrykket kom fra den anden Side~

og Snetrykket var jævnt fordelt over hele Spærfaget.

Ekspl. 59. Fig. 82 a viser en Væggekran, som er
ophængt paa en Mur ved A og B, medens der i C virker
en !(raft P lodret nedad. Efter at a og b ere. fundne ved
den til I<nuden C svarende Polygon P. b . a, findes {i og'
c ved Polygonen a. d . c, samt e og f ved· Polygonen
b . e . j: Nli viser det sig inlic1lertid paa Diagramlnet~

at e og ti, som skulle inc1gaa i cen Polygon, ikke støde
sammen; nlan nlaa c1a, hvis man vil .have et sammen
hængende Diagram, fra det af e's Endepunkter, Qvor
støder til' e, tegne en Linie ligestor og parallel meel d,.
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hvorefter Polygonen d. e . k . i kan dannes. Paa lig..
. nende Maaele maa Spændingerne i de øvrige Diagonaler
indføres een Gang til i Diagranlmet. Hvor ele oprindelig
ere fundne, ere de tegnede med fulde Linier, hvor de
ere gentagne, derimod med punkterede Linier.

a, c,j, g, i, !, n, p og r sammentrykkes, medens de øvrige
strækkes. s og q maa holde Ligevægt med Reaktionen
R, som man faar paa Fig. 82 b "yed at forbinde s's og den
punkterede q's Endepunkter. Paa samme Maade maa Q,
p og r danne en Trekant, som angiver Ligevægten mellem
disse tre Kræfter. En Prøve paa Tegningens Rigtighed
faarman derved, at R og Q sanlt de punkterede r og q

paa Fig. 82 b skulle skære hverandr~ i eet Punkt.

Paa Figurerne 83, 84 og 85 er der vist nogle for
skellige Gitterdragere, der som omtalt finde Anvendel~e

ved Broer. I Figurerne 83 og 84 ere Hoved og Fod
parallele, medens derimod Hovedet i Fig. 85 tænkes formet
efter en Cirkelbue eller en Parabel. I Knudepunkterne i
Dragerens Fod forudsættes der befæstet Tværdragere.
Paa Tværdragerne anbringes der Længdedragere og paa
disse Brodækket. Belastningen har man i alle tre
Eksenlpler tænkt jævnt fordelt over hele Broens Længde.
Der vil saaledes komme til at' virke ligestore Kræfter i
alle Knudepunkterne i Foden med Undtagelse af de to
ved Enderne, hvor der kun vil virke halvt saa store
Kræfter lodret nedad som i de øvrige Knuder.

Ekspl. 60. I den paa :Fig. 83 viste Gitterdrager ere
de lodret nedad virkende K.ræfter betegnede ved 1, 2, 8,

4,5, 6, 7, 8 og 9. Reaktionerne 10 og 11 blive ligestore og
hve; af dem lig med Ha~vdelen af Summen af de givne ydre
Kræfter. Efter at Kraftpolygonenl, 2.3.4.5.6.7 .8. 9 .. 10.11 er
tegnet,ere de til de forskellige Knuder svarende Polygoner·

7*
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konstruerede i følgende Orden: 11.1.12; 12.14.15; Mod
standen i 13 bliver altsaa Nul; 14. 2.17 .16; 15 .16 .18 .19;

18.17.3.21.20; 19.20.22.23; 22.21.4.25.24; 23.24.26.~7;

26 .25 . 5 .29 . 30; Modstanden i 28 bliver altsaa Nul; 31

bliver .ligesaa stor som 27; 31.30.32.35; 32.29 . 6 .33 .34;

35 . 34 . ':16 .39; 36 . 33 . 7 .37 . 38; 39 . 38 . 40. 43; 40 . 37 .8 . 42;

42 bliver Kontrollinien. Spændingen i 44 bliver Differensen
mellem Paavirkningerne 10 og 9, og Spændin-gen i 41 bliver
Nul. 12, 15, /6, 19, 20, 23, 24, 27, 31, 32, 35, 86, 39, 40, 43 og 44

trykkes, alle de øvrige Stykker strækkes.

Ekspl. 61. Gitterdrageren paa Fig. 84 indeholder ingen
lodrette Stykker, idet Hoved og Fod ere forbundne ude
lukkende ved skraa Stykker, som hælde 600 mod den vand
rette Linie. Af de i Fodens Knudepunkter angribende
Kræfter og Reaktionerne i Understøtningspunkterne har
man først dannet Kraftpolygonen l. 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . B . 9,

og' derefter ere de til Knuderne svarende Polygoner teg
nede i følgend e -,Orden: 9. 1 . 10 . 13 ; Spændingerne i 11 og
12 blive altsaaNul; 13.14.15; 14.10.2.17.16; 15.16.18.19;
18 . 11 . 3 . 21 . 20; 19. 20 . 22 . 23; 22. 21 . 4 . 25 . 24; 23. 24 . 26. 27;

26 .25 . 5 . 29 .28; 27.28. BO . Bl; 30.29. 6. 33 .32; 34 bliver
Kontrollinien; i 35 og 36 blive Spændingerne Nul. Af
Fig. 84a og b fremgaar det tydeligt, hvilke af Stykkerne
der strækkes, og hvilke der sammentrykkes.

Eksp1. 62. Bestemmelsen af Diagramluet for den paa
Fig. 85 viste Gitterdrager sker aldeles paa s'amme Maade
som i de foregaaende Eksempler, hvorfor den ikke skal
omtales nærmere. Man ser af Figuren, at Spændingerne i
Diagonalerne, for saa vidt de ikke blive Nul, i ethvert Til
fælde blive meget smaa, naar Belastningen tænkes jævn...
fordelt over hele Broens Længde. Havde Hovedet været
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formet efter. en Parabel, vare Spændingerne blevne Nul i
alle Diagonaler.

Ved alle disse Brokonstruktioner vil det vise sig, at
Spændingerne i Dragerens Hoved og Fod faa deres største
Værdier, naar Belastningen er jævnfordelt over hele
Længden. Derimod ville de øvrige Stykker, de saakaldte
Fyldingsdele, blive stærkest paavirkede, naar Belast
ningen skrider- frem fra Broens ene Ende hen imod den anden.
Diagonalerne ville derved blive paavirkede, enten til Stræk
ning eller Sammentrykning, eftersom Belastningen skrider
frem fra den ene eller den anden Ende af Broen. Ønsker
man i de paa Fig. 83 og 85 viste Dragere, at Diagona
lerne kup skulle modstaa strækkende Kræfter, maa man
i alle eIIer en Del af Fagene tillige anbringe Diagonaler,
som krydse de paa Figurerne viste, saa at der altid kan
være een Diagonal' tilStede til at nlodstaa de strækkende
Kræfter, idet de Diagonaler, sonl blive trykkede, straks
ville give efter under den sammentrykkende Paavirkning,
naar de dannes af tyndt Stangjærn. For at Behandlingen
af saadanne Brodragere kan være ~yldestgørende,bør

man, foruden Diagrammet for den jævnfordelte Belastning,
tillige bestemme et nyt Diagram, for hver Gang Be
lastningen er skreden frem indtil midt imellem to efter
hinanden følgende lodrette Stivere.

II. Styrkelæren.

De Konstruktioner, som ere omtalte i Ligevægtslæren,
bestaa af et .eller flere prismatiske Legerner eller .af
Legemer, som tilnærmelsesvis kunne betragtes som pris-
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matiske. Et saadant Legeme er sanlmensat af en stor
Mængde meget smaa Dele, de saakaldte Partikler, som
ved en indbyrdes Samlnenhængskraft holdes i en saadan
Forbindelse med hverandre, at de danne det faste Legeme.
Disse Partikler kunne dog bevæges noget i :F'orhold til hver
andre, idet de under ydre Kræfters Paavirkning kunne
fjernes fra hverandre eller nærmes til hverandre; men
disse Bevægelsermaa holdes indenfor temmelig snævre
Grænser i de Materialer, som her skulle omtales, hvis ikke
Sammenhængskraften og dermed Legemets Modstands..
evne i væsentlig Grad skal fo~ringes. Indenfor visse
Grænser vil denne Sammenhængskraft gøre desto større
Modstand mod Partiklernes Bevægelse, jo mere dis§e nærme
sig til hverandre eller fjerne sig fra hverandre. Disse
saakaldte indre Modstande i Materialet ville vokse, .indtil
Modstandene og de ydre Paavirkninger holde hverandre i
Ligevægt. Saalænge den ved Partiklernes Bevægelse ind..
traadte Forandring i Legemets Form kun er ringe, ville
Partiklerne, saasnart den ydre Paavirknillg ophører, atter
vende tilbage til deres tidligere Plads, og Legemet altsaa
igen antage den oprindelige· Form. Saalænge dette finder
Sted, siges Legemerne ·at være elastiske. En saadan
Elasticitet besidde de forskellige Legemer .imidlertid i
meget forskellig Grad. .Saalænge et Legeme forholder
sig elastisk, siges Paavirkningerne at holde sig indenfor
vedkommende Materiales Elasticitetsgrænse. Denne
afhænger foruden af Materialets Art og Beskaffenhed til
lige af Paavirkningens Art. Ved Forsøg er det godtgjort,
at man indenfor en vis Grænse, kaldet Proportio
nalitetsgrænsen, kan betragte Formforandringen
som proportional med Paavirkninge n (I-Iookes Lov).
Dette gælder dog kun for smedeligt Jærn, men i Praksis
regner man Hookes Lov gældende . ogsaa. for .. andre
rialer. Overskrides Proportionalitetsgrænsen, vil denne

iOS

Proportionalitet ophøre, idet Formforandringerne ville til
tage stærkere end Paavirkningerne. Proportionalitetsgræn
sen og Elasticitetsgrænsen et to forskellige Størrelser, som
dog, ved de' gængse Bygningsmaterialer, praktisk talt falde
sammen. Forøges Paavirkningerne yderligere, ville de· til
sidst blive saa store, at Sammenhængskraften mellem Par
tiklerne ophæves, og der indtræder da et Brud i Legemet.
I Konstruktioner maa selvfølgelig intet Materiale. belastes
udover Elasticitetsgrænsen.

De forskellige Slags Paavirkninger, som et .prismatisk
Legeme kan blive Genstand for, ere følgende:

1) Virker der i Legemets Akse to ligestore Kræfter
bort fra hinanden, ville de søge at fjerne hvilkesomhelst
to Nabotværsnit fra hinanden i Legemets Længderetning.
Man siger da, at Legemet paavirkes til Strækning.

2) Virke saadanne to ligestore Kræfter i Aksen ind
imod hinanden, ville de søge at nærme Nabotværsnit til
hinanden. Legemet siges da at paavirkes til Sammen
trykning. Man forudsætter i dette Tilfælde, at Legemet
under Paavirkningen ikke antager nogen krum Form.

S) Virker der paa Legemet tæt opad hinanden to
ligestore og parallele Kræfter, men i modsatte Retninger,
ville de søge at forskyde de to Tværsnit, sonl de vi~ke

paa, i Forhold til hinanden. Legemet paavirkes i.· saa
Fald til Forskydning 'eller Overklipning.

4) Virker der paa Legemet et Kraftpar, saalecies at
Legemets Akse ligger i Kraftparrets Plan, vil Legemet
under Paavirkningen antage en krum Form. Legemet paa-
virkes til Bøj ning. .

5) Paavirkes Legemet af et Kraftpar, hvis Plan staar
vinkelret paa Legemets Akse, paavirkes det til Vridning.

Alle de Paavirkninger, som Legemer maatte blive ud...
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satte fo~, og som ikke direkte henhøre til en af de nævnte,
ville kunne erstattes ved to eller flere af dem.

Idet disse Paavirkninger hver for sig skulle blive gjorte
til Genstand for Omtale i Styrkelæren, vil denne tillige
komme til at omhandle, hvorledes .man er i Stand til at
finde:

a) den Belastning} som man ·tør byde en Konstruktions
del af, bekendt Længde} Tværsnit og Materz·ale.

b) hvilke Tværsnitsdimensioner man bør give en Kon
struktionsdel} naar dens Længde og Paavirkningerne paa den
ere bekendte.

e) den .Formforandring} som givne ·Paavirkninger frem
bringe i en Konstruktionsdel af bekendte Dimensloner · og
Materiale.

1. Strækning.

. Naar 'der i et prismatisk Legemes Akse med dennes
Endepunkter som Angrebspunkter virke to ligestore Kræfter
bort fra hinanden, vil Legemet strækkes, ·idet Kræfterne,
hvis Virkning forplanter sig gennem hele dets Længde, ville
søge. at fjerne hvilkesomhelst to paahinanden fQ}lgep.de
Tværsnit fra hinanden efter LegemetsLængder~tnip.g.

Den ene af de to Kræfter erstattes ofte af en ydre. Mod
stand (Befæstelsen).

Fig. 86 viser et prisnlatiskLegeme. MN, som i lodret
Stilling er befæstet ved M, medens der ved N hænger en
Vægt P.For at Legenlet ikke skal falde, maa Befæstelsen
ved M yde en Modstand lodr~t opad af Størrelse P.
Legenrets Tværsnitsareal betegnes ved A, dets Længde
ved L og det Stykke, som Legemet under P's Virkning
er blevet forlænget, ved e.Da Kraften P kan antages at
fordele sig jævnt over Tværsnitsarealet, vil derpaahver
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p
Arealenhed komme til at virke en Kraft A' og Legemet

e
vil for hver Længdeenhed forlænges et Stykke L.

f?enne Forlængelse kan betragtes som Udtryk for hele
Formforandringen, idet den Formindskelse, som ']'vær
snitsdimensionerne samtidig lide, er meget ringe i Sam
menligning med Legemets Forlængelse. Da Hdokes Lov
antages gældende, vil Forholdet mellem Formforandringen
og. Paavirkningen være en for hvert enkelt Materiale be
stemt (konstant) Størrelse. Betegnes denne Konstant ved,
E, har man altsaa

P e ·e
A : L === E,hvoraf P - A EL . (13)

Antog man, at Stangens Tværsnitsareal var 1 Kvadrat
enhed, samt at P var saa stor, at Legemet forlængedes et
ligesaa stort Stykke som dets oprindelige Længde, hvorved
altsaa e - L, vilde man af Ligning (13) faaP === E. E,
der kaldes Elasticitetskoefficien ten, er altsaa den
Paavirkning pr. Arealenhed, ved hvilken Prismets Længde
vilde fordobles. Denne Betragtning er dog ganske teore
tisk, da der ikke kan være Tale om at belaste de Mate
rialer, som anvendes i Bygnings- og Ma~kinkonstruktioner

saastærkt, at· deres Længde fordobles, idet der, længe
førend en saadan Belastning naas, vil indtræde Brud i
Legemet, og forinden Bruddet indtraaclte, var allerede
Proportionalitetsgrænsen overskreden, men udover den
gælder Ligning (13) ikke.

Elasticitetskoefficienten har, som nævnt, for samme
Materiale altid den samme Værdi udtrykt i kg/mm2.

Derimod er Elasticitetskoefficienten forskellig for de for
skellige Materialer. Af Ligning (13) kan man finde enhver
af de 5 Størrelser, naar de 4 andre ere bekendte, og den
kan saaledesben.yttes dels til ved Forsøg at bestemme
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Elasticitetskoefficienten, naar Legemets Længde og dets
Tværsnitsareal samt den virkende Kraft ere bekendte, og
Ilaar den Forlængelse, som Kraften fremkalder, maales,
dels til, naar Elasticitetkoefficienten er bekendt, at finde,
hvormeget et Legeme af givne Dimensioner vil forlænges
under en given strækkende Kraft P's Virkning.

Ekspl. 63. En prismatisk Stang af Smedejærn med et
Tværsnitsareal af 100 mm2 og af Længde 500 mm var
fastgjort ved den ene Ende, medens der i den anden Ende
var ophængt 1000 kg. Paa Grund af denne Vægt for ...
længedes Stangen 0, 25 mm.

Man skal bestemme Elasticitetskoefficienten.
Løser man (13) med Hensyn til E og indsætter Vær

dierne for P, A, L og e i den, faar man

E = PL = 1000 .500 = 20000 kg,
Ae 100.0'25

Elasticitetskoefficienten for Smedejærn er altsaa 20000
kgjmn1 2•

Ekspl. 64. En prismatisk Stang af Træ med et Tvær
snitsareal af 200 mm2 og en Længde af 5 m blev,. ved at
strækkes af 48 kg, forlænget t mm. Bestem Elasticitets
koefficienten.

E = 48 ,5000 -1200 kgfmm2,
200 .1

Løses Ligning (13) med Hensyn til e, faar man
PL

e - A E' Herved' kan man finde en Stangs Forlængelse,

naar dens Tværsnitsareal og Længde samt Belastningens
Størrelse og Materialets Elasticitetskoefficient' ere·. bekendte.

~aa Tabel II. ere Værdierne for· en Del Materialers
Elasticitetskoefficienter angivne.
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Ee
Den største Værdi, som T' der betegner en Paavirk-

ning pr. Arealenhed, kan antage indenfor Proportionalitets
.grænsen, kaldes Legemets Bæreevne. I Konstruktioner tør
man dog ikke benytte en saa høj Værdi, men man maa

nøjes med en Brøkdel (-! il -1-) deraf. Denne Værdi af~e

angiver den tilladelige Paavirkning for Strækning
pr. Kvadratenhed af Tværsnitsarealet. Den betegnes ved
Jes og udtrykkes i kgjmm2.

De Værdier, som man tør benytte for k s , afhænge
foruden af Materialets Art og Beskaffenhed tillige af
·den Anvendelse, der gøres af vedkommende I\onstruk
tionsde1. Der maa saalecles benyttes en mindre Værdi
for k s, naar Konstruktionen er udsat for Rystelser eller,
naar den snart paavirkes af den fulde Kraft snart slet
ikke, medens der kan bruges en større Værdi fork s, naar
Konstruktionen er fuldstændig rolig, og naar den uafbru~t

paavirkes af samme Kraft.
Paa Tabellerne III. og IV. findes der anført forskellige

Værdier af ks for en Del Materialers \'edkommende.

Ved i Ligning (13) at erstatte ~e med k s , faar man

en dermed analog Ligning, nemlig
P A.k s , (14)

,der bruges enten til at bestemme, hvor stort et Tværsnits
areal man skal give en Stang, som paavirkes til Strækning
,af en bekendt Kraft P, eller til at finde den Kraft, hvor
med man uden Fare tør strække en Stang af givet Tvær
snitsareal, eller endelig' til at finde Paavirkningen pr. Areal
enhed, naar Kraften og Arealet ere bekendte.

Den Værdi af ~e, hvorved Bruø vil indtræde i et

Legenle, kaldes vedkommende Materiales Brudgræ nse.
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Den betegnes ved K s, og Værdier for den ere angivne

E e . L· . (13) d K fpaa Tabel II. Erstattes y lIgnIng me s , aar

man
p = A . K s , (15)

der benyttes til Bestemmelse af den Kraft, som vil sønder
rive en Stang af givet Tværsnitsareal.

Eksp1. 65. En Smedejærns Stang af kvadratisk Tvær
snit med Side 30 mm er i lodret Stilling befæstet foroven ..
Hvor stor en Vægt vil det være nødvendigt at ophænge
i Stangens nederste Ende, for at Stangen skal blive
sønderreven? K s -38 kgjmm2•

p === 302 . 38 - 34200 kg.

Ekspl. 66. En prismatisk Stang af Smedejærn med
kvadratisk Tværsnit af Side 27 mm er.befæstet i den
øverste Ende. Hvor stor en Vægt tør man med Sikkerhed
ophænge i den anden Ende, naar ks regnes til 7'5 kgjmm2 ?,

p = 27 . 27 . 7, 5 - 5468 kg.

EkspI. 67. Hvor' stor Belastning tør luan ophænge i
denne Stangs nederste Ende, naar Stangen er 12 m lang,
og der tages Hensyn til Stangens Egenvægt? Smedejærn
vejer 7800 kg/mB. Kaldes den søgte Belastning P,
har man

P+ 27
2

. 12 . 7800 _ 2M2 7 hvoraf
10002 -,. '5'

P - 2~2 (7 _~800) - c 5400 kg.-, , 5 10002 - a. .

Ekspl. 68. En Hængesøjle bestaar af to Tænger.
Disse have samme •. Tværsnit, nemlig rektangulært med
Sider 110 mm og 260 mm, og de tænkes befæstede ved en
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26 mm tyk Bolt. Hvor stor Paavirkning tør man byde
Hængesøjlen til Strækning, naar k s === 0'7 kg/mm2 ?

Tværsnitsarealet vil paa det svageste Sted være

2 . 110 (260 - 26) •. 51480 mm2.

P = 51480 .0'7 - ca. 36000 kg.

Eksp1. 69. Skal en saadan Hængesøjle bære 5.0000 kg,
og Tværsnittenes ene Side gøres t40 mm, hvor stor bliver
da Rektanglernes anden Side, naar ks har samme Værdi
som i forrige Eksempel?

50000 - 2 . 140 x . 0'7; x === 256 mm,

hvortil man desuden maa lægge Befæstelsesboltens Diameter,
for at faa den søgte Dimension paa det Sted, hvor Tan
gen ikke er gennembrudt. Hver af 'fængerne faar altsaa
'et rektangulært Tværsnit med Sider 140 mm og 282 mm.

Eksp1. 70. Stemplet i en hydraulisk Presse har en
Diameter af 500 mm, medens det største Vandtryk er 200
Atmosfærer. Pressen har fire Søjler af Smedejærn med
-cirkulært Tværsnit. Find Diametren af disse, naar k s

6 kg/mm2. En Atmosfæres Tryk regnes til 0'01 kgjmm2•

Trækket i· de fire Søjler bliver 200 . 0'01 '1' 5002.

Diametren af en af Søjlerne findes af Ligningen

n nt . 200 . 0'01 . 4 . 5002 = 6 . 4 d 2
, hvoraf

d - 144'3 mm.

Ekspl. 71. En Hængesøjle af Fyrretræ har kvadratisk
Tværsnit med Side 150 mm. Paa det svageste Sted har
den det paa Fig.. 87 skraverede Tværsnits,areaL Hvor stor
Paavirkning tør man byde Søjlen, naar. ks = 0, 9 kg/mm2?

P 20 . 252 • 0'9 11250 kg.



110 111

P e
A: L -E,

nu Elasticitetskoefficienten for
Ved at løse Ligningen med Hensyn

betegnes ved A, forkortes et Stykke e. Paa Grund af Pro
portionaliteten melleln Paavirkningen og Formforandringen

vil man ogsaa her faa Forholdet mellem ~, Paavirkningen

e
pr. Arealenhed, og L' Forkortelsen pr. Længdeenhed,

lig med en Konstant, og denne har ved Forsøg vist sig
for de· enkelte Materialers Vedkommende at have omtrent
samme Værdi som den under Strækning omtalte Konstant
E, Elasticitetskoefficienten for Strækning. Man kan altsaa
ogsaa her sætte

men E betegner
Sammentrykning.
til P, faa~ man

x === 71 H)5 mm === ca. 72 mm.

Eksp1. 73. Den i Eksp1. 72 nævnte 20 m lange Stang
tænkes erstattet ved ti indbyrdes forbundne 2 m lange
Stænger. Hvilke Tværsnitsdimensioner maa man i saa
Fald give disse Stænger, og hvor stor Besparelse i Mate-~

riale vilde man opnaa ved at benyttede, ti Stænger i
Stedet for den ene Stang?

Ekspl. 72. En Stang af Slnedejærn, der er 20 Meter
lang og har kvadratisk Tværsnit, er i lodret Stilling' fastgjort
.foroven og bærer i den nederste Ende 30000 kg. Find
Kvadratsiden, naar Hensyn tages til Stangens Egenvægt.
Smedejærn vejer 7800 kg/mB og ks '. 6 kg/mm2•

x2 . 20 . 7800 + 30000 === x 2 . 6'
10002 '

2. Sammen,trykning.

Virker der i et prismatisk Legemes Akse to ligestore
Kræfter ind imod hinanden, idet deres Angrebspun~ter

ligge i Aksens Endepunkter, siger man, at ~egemet paa
virktis til Sanlnlentrykning af de to Kræfter. Disse, hvis
Virkning forplanter sig gennen1 hele Legemets Længde~

ville nemlig nærme hvilkesomhelst to paa hinanden ,·føl
gende Tværsnit ind imod hinanden. Ogsaaher vil, lige-
som ved Strækning, den ene Kraft kunne erstattes ved en
ydre Modstand. Hviler et Legeme, som det paa Fig. 88
viste, paa et Plan B C, 11ledens Legemet ved. M, som er
det øverste Endepunkt af dets Akse,paavirkes af en. ydre
Kraft P, maaPlanet B C yde en Modstand Jodret opad af
Størrelse P,da der ellers vilde finde en Bevægelse Sted
IQclret nedad-o Under de ydre Kræfters Virkning vil
Legemet, hvis Længde kaldes L, og hvis Tværsnitsareal

e
p - AE L' (16)

der er ganske analog med Ligning (13) og ligesom denne
kan bruges til at bestemme en af de 5 Størrelser, naar de
andre ere bekendte.

Ved Bæreevnen forstaar man ogsaa her' den største
Ee

Værdi, sonl y kan ' antage indenfor Proportionalitets-

grænsen.
I Konstruktioner, der udsættes for Sammentrykning,

benyttes dog ligesom ved Strækning kun en Brøkdel af
clenne .Værdi;den kaldes den tilladeligePaavirkning
for Sammentrykning og betegnes ved kt. Den udtryk
kes i kgjlnm2.Vrerdier af den findes angivne i Tabellerne
III. og IV. for forskellige Materialer og under forskellige

B 1 . f d . E .E e. I" 16) cl'. e astnIngs oru sætnInger. rstattes l _..1gnlng (., me"

k", faar ,man
(17)
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som benyttes enten til Bestemmelse af den Kraft, hvor
med man tør sammentrykke en Konstruktionsdel af pris
matisk Form, hvis Tværsnitsdimensioner ere givne, eller
til at finde Tværsnitsdimensionerne af et saadant prismatisk
Legeme, der udsættes for Sammentrykning af en bekendt
Kraft, eller endelig til at finde Paavirkningen pr. Areal
enhed} naar Kraften og Arealet erebekendte.

E e . L-' . (16) d d P . k .Erstatter man T lIgnIng me en aavlr nIng

K t , der svarer til Brud, faar man p.=== A . K t- (18)

For K I , som kaldes Brudgrænsen, er der anført
Værdier i 'fabel II. Ligning (18) bruges til Bestemmelse
af den Kraft, som vil knuse et Prisme af et bestemt Ma
teriale. Ligningerne (17) og (18) kunne kun anvendes i
Tilfælde, hvor man er sikker paa, at der udelukkende
finder Sammentrykning Sted, saaledes at Legem~t altsaa
-forkortes ud~n samtidig at bøjes. Er Legemet langt i For
hold -til Tværsnitsdimensionerne, vil der let indtræde en
Sidebøjning, og i saa Fald maa der anvendes Formler, . i
hvilke der tages Hensyn hertil.

Forinden man imidlertid gaar nærmere ind paa saa
cianne Tilfælde, er der Anledning til at omtale en Størrelse,
som forekommer i de Formler, der benyttes,naar Legemet
'er udsat for .at bøjes under Sammentrykningen. Denne
Større~se kaldes Tværsnitsarealets Inertimoment og
hetegnes vedJ.

Antages et Areal delt i en overordentlig stor Mængde
ganske smaa Arealer -(Arealelementer), og multipliceres
hvert enkelt. Arealelement med Kvadratet paa dets Afstand
fra .en eller· anden Linie (i\.ksen) i Arealets Plan, kal9-es
Summen af alle de saaledes dannede Produkteri\.realets
Inertimoment med Hensyn til. den valgte. Linie
s o ro Akse. Til yderligere F orstaaelse heraf skal man an-

give, hvorledes man kan finde Inertimomentet af det paa
Fig. 89 viste Rektangel med - Hensyn til LinieJ;l XX,
der falder sammen med Rektanglets ene Side b.

Rektanglets and~n - Side a tænkes delt i et meget
stort Antalligestore Dele. Antallet af -Dele betegnes ved
n. Ved Linier gennem Delingspunkterne parallele med
h deles Rektanglet i n ganske smalle Rektangler, -hvis
enkelte A.realelementer tilnærmelsesvis alle have samme
Afstand fra Aksen som vedkommende Delingspunkter.
Disse Afstande ville være : For det nærmest Aksen lig-

12
gende Rektangel - a, for det næste - a, for- det følgende

n n

3
- a o. s. v. Rektanglets Inertimoment bliver. altsaa
n

J - b. ~.(~y+b o;. (2nay+ b o~.enar

a (n a)2+ +b· n · n
_ b aS 2 + 2 +- 2 .-+.- 2- -B (1 2 3 + ..... .n ).

n

Størrelsen in4enfor Parentesen er i n (n + 1) (2n + 1),
som indsat i ovenstaaende Udtryk giver

baS t( +.. ).+. -b B1 n n+1 2n+1-B·o n n 1 (2n 1) - a. o .-.--.-.--.-.
. n . · n n n

n lllaa nu antages at være uendelig stor, da kun .i
det Tilfælde de •. enkelte. smalle Rektanglers· Arealelementer
have samme •• Afstand fra Aksen. som Delingspunkterne.

1 1
Herved bliver - - -.= O, hvorved

00

J · b aS .t. 2 t bas,-
8
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(22)

J1 == al (m + Yl)2 + a2 (m +Y2)2 + as Cm +ys}2 + ...
+ an Cm +Yn)2== ~a (m +y)2,

J1 -- J + Am2
, (21)

hvor A er Figurens Areal.
Arealets Inertimoment med Hensyn til ~inien Xl Xl

vil nemlig, ifølge Definitionen paa. et Inertimoment, være

naar ~ (det græske S, der kaldes Sigma) betegner Summen
af de enkelte Arealelementers Inertimomenter, a'erne Ele
menternes Arealer og y' erne deres Afstande fra Linien X X.

~a(m+y)2_~am2+~2amy+~ay2 m2:Sa-+-2m~ay+~ay2.

~ a - A, ~ay === O, fordi XX gaar gennem Arealets
Tyngdepunkt, og ~ a y2 == J; altsaa er J l __ J + Am2.

Løses Ligning (21) med Hensyn til J, faar man

som for aAltsaa bliver J - 2 . i ba3,

som saaledeser Inertimomentet af et R,ektangel
med Hensyn til Siden b, naar den anden Side er a.

Inertimomentet af det paa Fig. 91 viste Rektangel t

der ligeledes har Bredden b, men hvis Højde h er lig med
2a, indses let at maatte være dobbelt saa stort som Inerti
momentet af 'detpaa Fig. 89 viste med Hensyn til samme

h
2

bliver til J - T12"lzhs, (20)
der er Inertimomentet af 'et 'Rektangel, hvis Sider
'ere b og h, med Hensyn til en Linie gennem Rekt-
anglets Tyngdepunkt parallel medb.

I ethvert Areal kan der gennem dets Tyngdepunkt
lægges to paa hinanden vinkelrette Linier saaledes, at
Arealets InertilTIoment InedHensyn .til den ene Linie er
det største og dets Inertimoment med Hensyn til den
anden det mindste af alle Inertimomenter med Hensyn til
Linier, SOlli lægges gennem. Tyngdepunktet. Disse .·.·.Linier
kaldes Arealets Hovedakser.

Paa Tabellerne V, VI, VII og VIII er der angivet
en Del ,almindelig forekommende Tværsnitsformer samt
deres Inertimomenter med Hensyn til nogle Akser gennem
Tyng'depunkterne tilligemed Størrelsen af Tværsnittenes
Arealer og Afstandene ~ra Aksen til de yderste Arealele
menter.. Inertimomenterne af, mere indviklede· Tværsnits
fornler kunne findes enten ad grafisk Vej eller ved Bereg
ning ved Hjælp af de i Tabellerne angivne si~pleFormer...
Man vil i saa Fald ofte' have Brug for Inertimomente,rne med
Hensyn til Linier,som', ikkegaa gennem vedkommende
Areals Tyngdepunkt. Kender rnan (Fig. 90) en plan Figurs
Inertimoment tf nled Hensyn tiL. en Akse · gennem dens·
Tyngdepunkt, kan man finde Figurens Inertimoment J1

med •.Hensyn til en. .med denne Akse. parallel Linie, der
ld,gger i· Afstanden m fra den,ved Hjælp af Ligningen
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J - 1b h3 + 1.. b h 3- (1.. b2 h 3+ .1. b2 h 3)
-"3 311 322322

= t (bh3 + bl h1
3 --b2h2

3).

Som forhen bemærket, vil man ved Bestenlmelse af en
Søjles Tværsnitsdimensioner, naar der paa den hviler en
bekendt Vægt, eller af d~n Belastning, SOlTI man tør byde
en Søjle af bekendte Tværsnitsdimensioner, komme til at
benytte Formler, hvori der forekommer' InertimoIl1enter
med Hensyn til Akser gennem vedkommende .. Tværsnits
Tyngdepunkt, for saa vidt man ved Beregning mener at
maatte tage Hensyn til en mulig indtrædende Bøjning.
Blandt de Formler, som da anvendes, skal her kun omtales
en enkelt, der vil kunne· bruges i alle de almindeligst 'fore
kommende Tilfælde.

En Søjle vil som oftest kunne betragtes som simpelt .
understøttet saavel forneden som foroven, og Kraften, som
virker sammentrykkende efter Søjlens Længde, antages at
virke efter Linien B e, Søjlens geometriske Akse (F,ig. 93).
Under P's Virkning vil Søjlen da faa den paa Fig. 9;1

viste Form. Til Bestemmelse af dens Tværsnitsdiniensio
ner haves en ved den højere Matematik udviklet Formel,

nemlig P ~~EJ (23)
- nL2'

hvor P er Paavirkningen, E Elasticitetskoefficienten, • J
Inertimomentet, L Søjlens Længde. og n en Konstant,som
for Smedejærn er 4 a 5, for Støbejærn 6 a 8 og far Træ
10 a 12.

Ved Betragtning af (23) ser man, at P vokser og.· .af
tager medJ. Ved Bestemmelsen af den Belastning, som
man tør byde Søjlen, maa man· blandt vedkommende
Tværsnits forskellige· Inertim~mentermed Hensyn til Jor

g~nnemTyngdepunktet gaaendeAkser,bellyttedet
Inertimoment, og omvendt maa. man, naarTrykket
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p' er bekendt, benytte en .Tværsnitsform, hvis mindste
Inertimoment er lig med eller større end den Værdi, som
man finder for J af Ligning (23). Imidlertid kan det hænde,
at man ved Benyttelse af (23) faar et Tværsnit, hvis Areal
multipliceret med kt giver en Størrelse, der er mindre end

P medens man hvis Arealet var tilstrækkelig stort til at, ,
modstaa den direkte Sammentrykning, maat~e faa Akt > p.

Tværsnitsarealet er i saa Fald {ar lille. Man maa· da
lægge Ligning (17) til Grund for Bestemmelsen af Arealet.
Det vil derfor være rigtigst i hvert enkelt Tilfælde at
undersøge Søjlen for begge }1--ormlers Vedkommende samt
vælge et Tværsnit, som gør højre Side saavel i Ligning
(17) som i Ligning (23) større end venstre Side, eller i
hvert Fald lig dermed.

Eksp1. 74. En 3 m høj Søjle af Fyrretræ med kva
dratisk Tværsnit skal med Sikkerhed kunne bære 20000 kg.
Find Kvadratsiden, naar k t == 0, 63 kgjmm2 og E· ....

, 9~0 kgjmm2, medens n sættes til 10.
Ifølge (J 7) har man

20000 == x 2
. 0'63' hvoraf x == 178'2 mm.

Ifølge (23) er
10 . 950 . J l

20000 - 10 . 32 . 10002 ' a tsaa

~14 _ 20000 .10002
• 32

.• 10 hvoraf
J - T2" x-lO. 950 '

X 218'4 mm.

Søjlen kan altsaa af Hensyn til Styrken passende være
af 22 cm X 22 cm I'ømmer.

Eksp1. 75. Hvor meget kan en 3 m høj, hul cirkulær
Søjle af Smedejærn bære, naar den udvendige Diamet.er
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D = 130 mm og den indvendige d -- ·115 mm? E·
20000 kgjmm2

, k t = 7'5 kg/mm2 og n = 5.

J = !!- (1)4 - d4) - !!- (1304 - 1154) = 5443000 mm4•64 ·64·· ..

Ifølge (23) er

P === 10 . 20000 . 5443000 = 24180 k
5 .30002 g.

Ifølge (17) er

p = 7'5 . T(1302 - 1152) - 21670 kg.

Søjlen bør altsaa kun belastes med 21600 kg.

Eksp1. 76. Hvor stort et Tryk tør man byde en 5 m
høj Smedejærns Søjle af det paa Fig. 95 viste Tværsnit,
der er dannet af to 1:-Jærn Profil Nr. 10 og to 10 mm
tykke Smedejærnsplader? n === 4.

Antages det betragtede Tværsnit ikke at indeholde
Nittehuller, ville Inertimomenterne med Hensyn til X X
og YY være henholds'vis J x = 13220000 mm' og J y .

10640000 mm4
. Søjlen vil, da J y < J x, bøje sig efter Ret

ningen X X, og Belastningen maa altsaa findes ved

p = 10 EJy _ 10 · 20000 · 10640000 _ 21280 k
n . L2 4 . 50002 g.

Søjlens Tværsnitsareal er 5700 nlm2• Ved (t7) vilde
man for k t - 7'5 kg/mm2 finde P = 42760 kg.

Søjlen maa altsaa .kun belastes rned 21000 kg.

Eksp1.77. En Støbejærns Søjle, 4 m lang og af det
paa Fig. 96 viste hule kvadratiske Tværsnit, skal kunne
bære 20000 kg. Find Tværsnitsdimensionerne, naar E =
10000 kg/mm2\ og n = 6.

10 EJ
Af P · . n L2 faar man J ·19200000 mm4•
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Kaldes Godstykkelsen x, og .ant~ies det udvendige
Kvadrats Side at være 10 x,m,edens Siden i det indven...
.dige Kvadrataltsaabliver 8 x, findes Inertimomentet med
Hensyn til saavel X X som y y at være

J = l2 [(10 x)4 ~ (8 x)4] - 492 x4;

492 x'== 19200000; x = 14'05 mm.

Kvadratsiderne kunne· derefter passende gøres 141 mm
og 112'5 mm, hvorved Godstykkelsen bliver 14'25 mm.

Ved Benyttelsen af (17) vil Søjlen vise sig stærk nok
til at modstaa den direkte Sammentrykning.

Eksp1. 78. En Søjle af valset Kvadraritjærn, der er
5 m høj, skal bære 40000 kg. Hvilket Profil Nr. i Tabel
VII. G. skal man bruge, naar E === 20000 kg/mm2 og
n = 5?

Ved Benyttelse af (23) faar man J === 25000000 mm'.
Hertil svarer Profil Nr. 71-, som ogsaa vil være stærkt nok
til at modstaa den direkte Sammentrykning.

3. Forskydning.

Virke to parallele .Kræfter i nlodsatte Retninger paa
to Tværsnit af et Legeme, der ligge umiddelbart opad
hinanden, ville Kræfterne søge at forskyde de to Tvær
snit i Forhold til hinanden. Man siger da, at Legemet
paavirkes til Forskydning eller Overklipning. Ma
terialet vil imod denne Paavirkning frembyde en Modstand
af samme Størrelse, for saa vidt der ikke 'indtræder Brud,
og denne Modstand kan ligesom ved Strækning og Sam
mentrykningbetragtes som jævnfordelt over hele det
Tværsnitsareal, i hvilket Paavirkningen til Forskydning
finder Sted. Kaldes den ydre Påavirkning P, Tværsnits
arealet A og den ·Påavirkning pr. Kvadratenhed af Tvær..
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snitsarealet, som vil svare til Brud, K J' vil der indtræde
Brud i Konstruktionsdelen, naar

(24)

Tværsnitsareal A Legemet maa have paa vedkommende
Sted, for at det tør udsættes for Virkningen af en given
forskydende Kraft P.

vil altsaa. være at benytte dels til Bestemmelse af den
Paavirkning.P, som man med Sikkerhed tør byde et givet
Areal til Forskydning, uden .at behøve at frygte for, at
der. skal indtræde Brud, dels til. at finde, hvor stort et

K J udtrykkes i kg/mm2, og Værdier af den findes for
en Del Materialers Vedkommende angivne paa Tabel II.
Ligning (24) benyttes til at bestemme, hvor stor en Kraft
der kræves for at overklippe en Konstruktionsdel af be
kendt Materiale og Tværsnit.

Ek,sp1. 80. Et Træspær A (Fig. 97) er tappet ned i
Bjælken B. A og B ere af 15 cm X 15 cm Fyrretømmer
og danne 450 med hinanden. Gennem A virker der en
sammentrykkende Kraft paa 3000 kg. Find den Bjælke
længde x, som af Hensyn til den forskydende Kraft nlaa
være udenfor Tappen.

Til Forskydning vil virke P _ 3~O: = 2122 kg.

Sættes P == 2125 kg og kJ === 0'07 kg/mm2
, vil man, da

der til at modstaa Forskydningen findes tre Arealer, alle af
Længde x og Bredde 5 cm, ved Benyttelse af (25) faa

2125 === 3 . 50 . x .0'07; X === 202 mm.

Vilde lnan undersøge Tappen for Forskydning, vil den
vise sig at blive stærkere paavirket end forsvarligt, men
man kan da sikre Forbindelsen ved 1-3eslag, i hvilket Til
fælde x iøvrigt kan gøres noget mindre end den beregnede
Værdi.

Blandt de Jærnkonstruktioner, i hvilke Forskydning
forekommer, skal man særlig onltale Konstruktionsdele
samlede ved Nitter og Bolte.

Nitninger.
Smedejærns- og Staalplader kunne samles ved de

saakaldte Nitter eller Nagler, der ere smedede cirkulære
Cylindre, som ved Enderne ere forsynede med Nittehoveder,
hvoraf nogle almindeligt forekommende Former ere viste
paa Fig. 98 og 99. Nittens ene Hoved har sin endelige
Form forinden dens Anbringelse i Konstruktionen, medens
det andet Hoved, efter at Nitten. er anbragt paa sin Plads,

(25)Ligning

Eksp1. 79. Ved Hjælp af en Lokkemaskine skal der i
en 15 mm tyk Smedejærns Plade udhugges (lokkes) cylin
driske' I-Iuller af 25 mm Diameter. Hvor stor Kraft ud
fordres dertil, naarKJ == 24 kgjmm2 ?

Ifølge (24) har man

P . . n . 25 . 15 . 24 - 28274 kg.

P bør· dog gøres noget større, for at Bruddet kan ske
lettere.

Skal man bestemme Tværsnitsdimensionerne af en
Konstruktionsdel, der udsættes for Paavirkning til For
skydning, saaledes at der ikke er nogen Fare for Brud,
maa man benytte en Paavirkning pr. Arealenhed, som kun
er eu Brøkdel af KJ. Denne Værdi angiver den tillade
lige Paavirkning pr. Arealenhed for Forskydning
og betegnes ved kJ. Værdier for kJ, som i Almindelig
hed er O, 8 . k s, findes angivne paa Tabellerne III og IV
i kg/mm2.
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ved Hammerslag dannes af den cylindriske Del, som op
rindelig er noget længere end den s,amlede Tykkelse af de
Plader, som skulle samles. Fig. 98 viser en Nitte med
fremstaaende Hoved, Fig. 99 en Nitte med forsænket

Hoved. D == 1,0 d a 1'6 d; h == 0'0 d a 0'6 d og o =td.
Dl === 1'7 d a 2 d; hl - i- d aO'4 d. 'Naar to Plader skulle
samles ved Nitning, kan dette ske enten derved, at
Pladerne :samles direkte, idet den ene lægges et'Stykke
henover den anden, som vist paa Fig. 100 og 101, hvor
Forbindelsen er tilvejebragt henholdsvis ved een og to
Nitterækker, eller som i Fig. 102 og 103, hvor der er
anvendt Stødplader el1erLasker, henholdsvis een og
to. Antager man, at der 'i de to Plader, som skulle
samles, virke de to ligestore, men modsatte Kræfter P,
ville Nitterne netop paavirkes til Forskydning af Kraf
ten P. I Fig. 100, 101 og 102 vil hver Nitte frembyde
eet Tværsnitsareal til at modstaa Forskydningen; der vil
altsaa i Fig. 100 og 102 i det Hele findes to Nittearealer
og i Fig. 101 fire Nittearealer virksomme i saa Henseende.
Derimod vil hver Nitte i Fig. 103 frembyde' to Arealer til
Modstand mod f""'orskydningen; her vil altsaa ialt fire
Nittearealer yde Modstand. Betegnes Nittediametren ved
d, vil man i Tilfældene Fig. 100 og 102, hvor der er to

Nitter, af hvilke hver frembyder et Areal ~ d2, ifølge

(25) have

') n d 2 k - P hvoraf d === Vn2k~.·~'4 . j'- , J

og i Tilfældene Fig. 101 og 103, hvor der findes fire
Nittearealer virksolnme hvert Sted,

4 · ~ tj2 . kJ = P, hvoraf d • V::>
I de nævnte Tilfælde var Antallet af virksomme Nitte-
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arealer forud bekendt, og af dette Antal afhang igen Nitte
diametren, . men ofte foretr~kker man at gaa den mod
satte Vej, ,idet man fastsætter Nittediametren og derefter
beregner Antallet af Nittearealer. Kaldes dette Antal n,

har man

4 P 1'27 P ( 6)
~d2 • n . kj'=== P, hvoraf n === d 2 k ===-d2 k' 2
4 n . f . j

Betegner t Pladetykkelsen, kan ,. man passende,

naar t < 12 mm, gøre d = (t + 10.) mm, .} (27)
" t > 12 mm, " d === (O, 5t+16) mm.

Ogsaa flere end to Plader kunne samles ved Nitning.
Hvor Plader af forskellig Tykkelse skulle samles, be

tegner t. deres Middeltykkelse.
d gøres i Reglen ikke over 26 mm.
For at Stødpladerne kunne være i Stand til at yde en

ligesaa stor samlet Modstand mod Overrivning ,(Strækning)
som de Plader, der skulle samles, maa man, hvor enkelt
Stødplade anvendes, gøre de?nes ~rykkelse t1 === I, medens
Stødpladerne, naar der bruges to, .hver bør have en Tyk-

kelse af t t a t t.
Afstanden a mellem Nitterne i saUllne Plade bestemmes

derved, at Pladen skal gøre samme Modstand som Nitt~rne

mod den ydre Paavirkning.
I Tilfældene Fig. 100 og 102 har man altsaa

TI: 2 _ n d 2 kr
(a - d) tk s -'4 d kj', hvoraf a - d +-Vr;-'

Indsættes heri k j' - t k s, bliver

d 2

a === d+ 0'63 T'
og i Tilfældene 'Fig. 101 og 103
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• (a - d) t ks = 2 . n
4

d 2 k+, hvoraf a == d + n d
2

kr
J 2 t ks '

som for kr - f ks bliver til
d 2

a==d+1,26T'

Afstanden e til Pladeranden kan passende sættes til
2 d, naar der er een Række Nitter, og til 1'6 d, hvis der
benyttes to eller flere Nitterækker. Afstanden b mellem
Nitterækkerne sættes tilO, s a, naar Nitterne sidde lige
bagved hinanden som i Fig. 101, og til 0'5 a il 0'6 a, naar
de som i F~g. 104 ere forsatte i, Forhold til hinanden.
Naar de ovenfor angivne 'Afstande ere bestemte, vil saavel
Pladernes Bredde som Stødpladernes eller Overdækninger
nes Længde let kunne findes.

Ekspl. 81. To 'Smedejærnsbaand, 12 mm tykke, paa
virkes til Strækning af 10000 kg og skulle samles ved
Nitning.

I

Da t - 12 mm, faar man ifølge (27)

d = (t + 10) mm - 22 mm.

Af
1,27P , ,

n = --;]2 kJ ' hvor kj = 7'2 kgjmm2, p= 10000 kg

og d =,22 mm, faas n == 3'644; 4 > n > 3.

Samles Pladerne som i Fig. 101, maa der anvendes
fire Nitter i Samlingen.

d 2

a == d + 1,26 T ca. 73 mm.

Pladerne maa ,altsaa gøres 146 mm brede, e == 1'6 d
35'5 mm og b - O,sa 58'5.mm.
Overdækningens Længde bliver cl~rved 129'5 mm.
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Benyttes der to Stødplader, maa der anbringes to
Nitter paa hver Side af Stødet. a == 73 mm, e= 2 d

= 44 mm, 'l == t t -;::::= 7'5 mm. Stødpladernes Længde
bliver 4 e == 176 mm.

I det foreliggende Eksempel kunde der naturligvis
godt anvendes enkeltStødplade og i saa Fald dobbelt
Nitterække paa hver Side af Stødet.

Gaar Paavirkningen i Pladerne bort fra hinanden
(Pladerne strækkes), behøve de ikke, hvor Samlingsplade
anvendes, at støde imod hinanden; trykkes Pladerne der
imod ind imod hinanden, bør de støde til hinanden og
ved Stødet være nøjagtigt afrettede vinkelret paa den
Retning, hvorefter Kraften virker, for at Berøringen kan
blive saa inderlig som mulig.

Den Maade, hvorpaa Nittesamlinger iøvrigt indrettes,
vil afhænge af hvert enkelt foreliggende Tilfælde. Til
nærmere Oplysning skal anføres et Par Eksempler.

Ekspl. 82. Paa Fig. 105 er der vist en ved et Spær
fag forekommend~ Samling af tre Baand og een Stiver.
I Punktet O tænkes Baanclenes og Stivernes AkseF ved
Forlængelse at støde sammen. Baandene O A, O C og
O D paavirkeshenholdsvis af 12000 kg, 1500 kg og 9000
kg til Strækning, medens Stiveren O B paavirkes til Sam
mentrykning af 3000 kg. O A og O D dannes af 14 mm
tykt Baandjærn og, O C af 6 mm tykt Baandjærn. Sam
lingen .er tænkt ordnet saaledes som angivet paa Figuren,
hvor Baandene støde mod en 14 mm tyk Samlingsplade
af Smedejærn, til hvilken de ere befæstede ved enkelte
Stødplader. Stiveren bestaar derimod af· to Vinkeljærn,
som ligge hver paa sin Side af, den' 14 mm Samlingspla,de.
'Til Samlingen er ,der anvendt Nitter, som ere anbragte
saaledes) at der i de yderste Nitterækker kun findes' een
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Nitterne, som forbinde den 14 mnl Samlingsplade .og
den 6 mm Stødplade, faa Diametren d 20 mm.

n == 1, 27 . 1500; n - 1.
202

• 7'2
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Til Stiveren D B, som i Spærfaget har en Længde af
2 m, er tænkt benyttet to Vinkeljærn med en indbyrdes
Afstand af 14 mm, saaledes at de kunne befæstes hver paa
sin Side af Samlingspladsen (se Fig. 106). Disse Vinkel
jærns mindste Inertimoment i den omtalte Stilling skal
være lig med eller større end den Værdi, som man faar
for J af Ligning (23), naar n = 5. Da P == 3000, E =
20000 og L = 2000, Jaar man J === 300000 mm4.

. V.ælges Profil Nr. 4/6 (Tabel VII.B), og stilles Vinkel
jærnene som vist paa Fig. 106, vil Inertimomentet ved en
Undersøgelse vise sig at være mindst med Hensyn til
XX Aksen, nemlig 346000, og de to Vinkeljærn altsaa
tilstrækkeligt stærke, eftersom' Arealet ogsaa - er stort nok
til at modstaa den direkte Sammentrykning.

Nittediametren kan sættes til 18 nlm, da Middeltykkel-
sen af Pladerne, som skulle salnles, er 8 mm.

1500·
Baandets Bredde z . 20 +-- == 48 mm.

6.9

== 118 mm,

Te • 23 2

12000 -- --4-- . 7'2

.9x == 2 .23 +

Nitte, hvorved Baandenes Bredde indskrænkes saa meget
som muligt. Fremdeles ere Nitterne overalt forsatte for

hinanden. k s 9 kgjmm2 og k f = 7'2 kgJmm2
•

Baandet DA.
Nittediametren d = 7 + 16 -23 mnl.
Antallet af Nittearealer og altsaa ogsaa af Nitter er

ifølge (26) n = 1'27 ; 12000; n 4.
23 .7'2

Vil man beregne Baandets Bredde under Forudsætning
af, at det vilde briste over den enkelte Nitte til venstre t

bliver Bredden
12000

x = 23 +----.- - 118 mm.
14.9

Forudsættes Baandet at ville briste over de n1ellemste

Nitter, bliver

idet den enkelte' Nitte til venstre da samtidig maatte briste,
for at Forbindelsen skulde ophøre.

Baandet OD.

1'27 . 9000
d 23 mm, n::.=: \0)02 -7-'-. ; n = 3.

~t) • '2

9000
Y =23 +----.- == 95 mm.

14.9

Stødpladerne ved disse to Baancl blive 14 mm tykke.
Stødpladen ved Baandet D C gøres. 6 nInI tyk.
Nitterne, .som •• forbinde den 6 mm Stødplade og Baandet

D C, faa Diarnetren d 16 mm·.

1'27. 1500n ---------------c-----. 1~2.
16~ . 7'2 '

Een Nitte vil saaledes være tilstrækkelig, da den frenl
byder to Arealer til at modstaa Forskydningen. For at
gøre Forbindelsen yderligere sikker, bør der dog, som vist
paa Figuren, anbringes to Nitter.

Naar en Konstruktionsdel, der paavirkes tilSammen-
trykning, saaledes som den her forekommende Stiver, be
staar.af flere Stykker (her to Vinkeljærn), der skulle virke
sammen, bør man, for fuldtud at opnaa dette) .paa pas-
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Ved Stødene anbringes Stødplader, hvis Tykkelse bestem
Oles i Henhold til det foregaaende.

I Hovedet er der ·tænkt anbragt enkelt Stødplade;
dennes Tykkelse bliver altsaa her 10 mm. Kaldes det nyt
tige Tværsnitsareal i den overskaarne Plade A og Summen
af de Nittearealer, som maa findes i Samlingen for at yde
en lige saa stor Modstand mod Forskydning, som Pladen·
yder mod Strækning eller Sammentrykning, N, kan man
bestemme Antallet af virksomme Nittearealer paa følgende
Maade: A. ks - N . kf' For kf -- t ks faar man

Tværsnitsarealet af den i Hovedet indgaaende Plade er,
naar Nittehullerne fradrages, 1600 mm2, altsaa n · 7.

Da- hver Nitte frenlbyder eet Areal mod Forskydning,
vilde det være tilstrækkeligt at anbringe 7 Nitter paa hver
Side af· Stødet, men <da der sidder to og. to Nitter ved
.Siden af hinanden, kommer der til at indgaa otte· Nitter i
Samlingen paa hver Side aJ Stødet, og derved er Stød
pladens Længde bestelnt. En Samling i Foden maa i dette
rfilfældeblive ganske som Samlingen i Hovedet. Nitterne
i Kroppens Samling kan man give en lidt mindre Diameter
end Nitterne iH.oved og Fod, da Pladernes Middeltykkelse
i Kroppen er mindre end de to andre Steder. Sættes d
== 17 mm, vil Antallet af Nittearealer, da Kroppladens
nyttige Tværsnitsareal er ca. 5000 mm2, blive 28. Efter
som· hver Nitte frelnbyder to Arealer til at modstaa For
skydningen, bliver Antallet af Nitter fjorten paahver Side
af Stødet. De fjorten Nitter anbringes bedst i tre Rækker,
som vist paa Figuren. For Stødpladernes . Vedkommende
vil der være størst Fare for Bristning over den Stødet
nærinestværende Nitterække. Stødpladernes nyttige Tvær
snitsareal bør derfor paa dette Sted være mindst ligesaa

9

sende Steder (i Afstande af 0, 5 m a 1 m) forbinde de enkelte
Stykker ved Nitning, idet et lille Pladestykke af passende
Tykkelse (her 14 mm) lægges imellem Stykkerne paa ved
kommende Sted. Til saadanne Forbindelser kan godt an-

vendes mindre Nitter.
Med Hensyn ·til Nitters ·Anbringelse i Samlinger bør

det iagttages, at de saavidt muligt ordnes symmetrisk med
Hensyn til vedkommende Baand eller Stivers geometriske

Akse.

Ekspl. 83. Fig. 107 viser i to Projektioner en sammen
nittet Pladejærnsdrager med Stødforbindelse i Hoved og
Krop. Den 8 unn Kropplade er ved Vinkeljærn Profil Nr.
8 og ved 20 mm Nitter samlet med de 10 mm Plader i

Hoved og Fod.
Nitterne anbringes i Almindelighed med samme ind-

byrdes Afstand paa hele Dragerens Længde.
Kaldes Reaktionerne i Understøtningerne Q udtrykt

i kg, Dragerens Højde h, dens Kroptykkelse O, Nitte
diametren d, Nitteafstanden a, disse. udtrykte i mm, og
kaldes Materialets tilladelige Paavirkning i kgfmm2 til For

skydning k j, kan man sætte

doh >
a < 12'6 T' naar d:= 1'6 O' og

7t d 2

T·kf· h

a = 1, 8 Q , naar d < 1, 6 0'.

Finder man a > 6 d, gøres a ~ 6 d.
Den mindste brugelige· Afstand er 2, 5 d a 3 d.
Finder man ved Beregningen et mindre a (paa Grund

af at Dragerens Hoved er. meget svært),maa. man
Kroptykkelsen .og formindske· Tværsnittet af Hovedet.

N=5A.
4

D N - 1Td2 l· _ 5Aa - 11 • - ,b Iver n - -d2 .
4 1T
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stort som .det nyttige Tværsnitsareal af den stødte Krop
plade. Deres Tykkelse t1 faar man da, af Ligningen

(480 - 5 . 17) 2tl · 5000, hV9raf tI· 7 mm.

Bolte.
Boltene ere ligesom Nitterne retstaaendecirkulæne

Smedejærnscylindre, som i den ene Ende ere forsynede
med et fast Hoved, Boltehovedet, medens den anden
Ende er skrueskaaren. Her paaskrues et løst Hoved,den
saakaldteMøttrik, under hvilken der ofte anbringes en
Underlagsskive. Boltehoved og Møttrik kunne have
meget forskel1i~e Tværsnitsformer (Kvadrat, regulær Seks
kant eller Cirkel). Paa Fig. 108 er der vist en Bolt med
sekskantet Hoved, Møttrik og Underlagsskive.

Er Boltediametren d lJ:dtrykt i Millimeter, bliver D -5

+1'4 d; Dl 1, 155 D; U -.:::= 1'3 D; U 0'1 D;H .d;
It .0'7 d.

Bolte kunne benyttes baade .til Samling af Smedejærns-
og Støbejærnsdele. De kunne paavirkes. enten efter deres
Længderetning· (til Strækning eller Sammentrykning) eller
ogsaa tværs paa Længderetningen. (til Forskydning eller
Bøjning og ofte. i ringe Grad tillige til Vridning). Hvis
Juan vil tage Hensyn til denne Vridning, kan det. ske ved,.
at man. regner lued Paavirkninger pr. Arealenhed,der ere
lavere, end man ellers vilde benytte.

Udsættes en Bolt for en strækkende eller samlnentryk
kende Paavirkning, beregnes Kærnediametren i den skrue
skaarne Del for den ydre Paavirkning,og Bolten faar .da.
paa den ikke skrueskaarne Del sarnme Diameter som
Skruens.· ydre Diameter.

Kaldes Kærnediam~trendl og Skruens ydre Diameter
(l, begge udtrykte i Millimeter,. kan· man passende sætte:

dL .0'9.d --
Med Hensyn til Beregningen af Boltes Tværsnitsdimen-

131

sioner, naar de faa en Paavirkning vinkelret paa·deres
Læng.deretning, skal man bemærke, at de kunne ber'egnes
til Forskydning, hvis de Dele, som skulle samles,· ere
spændte meget stærkt ind imod hinanden. Er dette ikke
'filfældet, ville .Boltene ogsaa faa en bøjende Paavirkning,'
og de bør i saaFald beregnes for denne Paavirkning,
hvilket vil blive nærmere omtalt senere, under Afsnittet. om
Bøjning.

Beregnes Boltene for Forskydning, bør man dog, .af
Hensyn til den nlulig samtidige bøjende Paavirkning, byde
Materialet en mindre Paavirkning, end man ellers vilde
lægge· til Grund. for Beregningen.

Ekspl. 84. Fig. 109 viser, hvorledes et Spær i den
Ende, hvor det skal hvile paa Muren, kan samles medet
Baand af Rundjærn. Spæret hviler i en saakaldt Sko af
Støbejærn. I Samlingens lodrette Billede er Spæret. vist i
Skoen, i .det vandrette Billede er det tænkt borttaget.
Igennem Baandetvirker en Kraft paa 6000 kg. Kærne
diametren af Rundjærnsstangen A vil paa den skrue
skaarne Del, naar ks . . 6 kgjmm2, kunne findes •. af

n··d ··') '), ···0 d V····· 4000; .'4-- 1-' 6 === 600; 1 ==-- = 35'69 mm; dl = 36 mm.
.. . n

Af· dl 0'9 d - 1'3 faar man Stangens Diameter d .

41'5 mm.
Igennem hver af Gaflen· B' s to Grene virker der 3000

kg. Giver man.· dem rektangulært Tværsnit . med .. Højde"

h == 2 b, faar man 2 b . b . 6 - 3000.

b == ]I 250' == ca. 16 mm, h altsaa 32 mUl.

Da .. det 6000 kg ... store Træk llluligvis.· vil forci'el'e sig
noget ulige paa Gaflens to Grene, kan· der dog v'ære· An
led'fl.,iing til at gøre bog .. h lidf.·. større, f. .. Eks. henl110Jdsvisc

20 mm og 40 mm.
Q*
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Bolten vil for hver af Gaflens Grene frembydeeetTvær
snitsareal mod Forskydning. Sættes kr - 4'8 kg/mm2, faar
man dens Diameter do af Ligningen

n .') d V3000.4 d
4d,,~.4.g=3000; ,,= n.4'

8
-28. 2 mm; ,,=30mm.

Bredden bo af Jærnet i Øskenen·(Fig. 110) kan bestem
mes ved, at Øskenen .skal frembyde et Tværsnitsareal lige
saa stort som Tværsnitsarealet af Gaflens ene Gren mod
Strækning, altsaa bo' 20 -20 . 40, hvoraf bo· 40 mm.

Ekspl. 85. I Fig. 111 støde tre Stænger sammen~ i O.
De •paavirkes alle til Strækning, nemlig A O af 6800 kg,
O B. af. 2000 kg og O C af 5200 kg. Stængerne gøres af
Rundjærn, og deres Diametre blive under Forudsætning
af, ·at ks 9 kg/mm2, henholdsvis 32 mm, 17 mm og
28·· mm. Stængerne forsynes alle med Øskener af •• samme
Tykkelse, nemlig 32 mm, og samles indbyrdes imellem. to
Smedejærns Plader af Tykkelse 16 mm ved Bolte· gennem
Øskenerne. Disse· Bolte ville hver for sig frembyde •• to
Tværsnitsarealer til Modstand mod Forskydning. Sættes
kr til 6 kg/mm2, bliver Diametren af Boltene gennem'

A O. O B og O C, ifølge Ligningen 2 . I d2 . kj = P, hen

·holdsvis .27 mm, 15 mm og' 24 mm.
Bredden bo af Jærnet i Øskenerne bliver i Henhold til

den idet foregaaendeEksempel anførte Regel henholdsvis
26 mnl, 8mm og 20' mm.

Afstandene al' a 2 0g a 3 mellem Boltene og Pladeran
den i Retning af Stængernes geometriske Akse kan be
stemmes derved, at de to Plader tilsammen paa disse
Sterlerskulle have ligesaa store· Tværsnitsarealer som
RundjærnsstængerneJ altsaa in.322 >2 . 16a1, hvoraf
al - 26 mm.

133

Paa samme Maade findes a 2 = 8 mm og aB - 20 mm.
Der kan dog være Grund til at gøre Afstandene lidt større,
nemlig henholdsvis 32 mm, 10 mm og 25 mm, da to
16 mm Plader ikke yde saastor Modstand som een 32 mm
Plade.

Afstandene mellem Boltehullernes Centrer og Plade
randen blive derved paa· disse Steder henholdsvis· 45'5 mm,
17'5 mm og 37 mm.

Ved saavel Nitte- som Boltesamiinger bør man> iøvrigt,
særlig" hvor de Stykker,. som skulle samles, ere tynde,
undersøge, om der ikke er Fare for Knusning af Materialet.

_Pladen eller. Øskenen. anses for·· stærk nok,· naar et rektan
gulært Areal, hvis Sider ere Hullets Diameter og henholds
vis Pladens eller Øskenens Tykkelse, er stort nok til.". at
modstaa Knusning. Er dette ikke Tilfældet, bør· Pladen
forstærkes paa vedkommende Sted eller Øskenen være
tykkere.

4. Bøjning.

Et prismatisk Legeme, der er understøttet i to
flere Punkter eller. er indspændt i den ene· Ende, vil, naar
det paavirkes af Kræfter vinkelrette paa dets Længderet
ning, antage en krum Form,> blive bøjet. Formenafhænger
dels af den Maade,hvorpaa Legemet er understøttet,dels
af· dets Længde, dels.· af den samlede ·Belastning ·og •• dens
Fordeling, dels endelig af vedkommende Materiales Mocl
standsevne mod ydre Paavirkninger. Formforandringenvil
dog iA-lmindelighed". for de Materialers Vedkommende, som
forekomme· i Bygnings- og Maskinkonstruktioner, være
meget ringe indenfor" Proportionalitetsgrænsen, eller ··"man
vil alt Fald som oftest forlange, at Formforandringen
holdes indenfor snævre Grænser.
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Fig. 1 12a forestiller lodret Billede af et vandret lig
gende prismatisk Legeme A B C D, som er indspændt i
den ene Ende ved A D, og i "den anden Ende B C paa
virket af en lodret nedad virkende Kraft P. :Fig. 112b an
giver et Snit i Legenlet vinkelret paa dets Længderetning.

Legemet kan tænkes bestaaende af en overordentlig
stor Mængde ganske tynde prismatiske Legemer af samme
Længde som Legemet og med deres Endeflader i Legenlets
Endeflader, i hvilke de indgaasom Arealelenlenter. Disse
tynde prisInatiske Legemer kaldes Legemets Fibre. Idet
Legemet under P's Virkning bøjes, viser det sig, at··Fi
brenepaa Legemets øverste Del forlænges, og. at Fibrene
paaden underste Del forkortes,niedens der mellem de
forlængede og .forkortede Fibre findes et Lag Fibre, hvis
Længde ikke forandres, og som, forinden P begynder at
virke, ligge i et vandret Plan. Samtidig med at Legemet
bøjes, gaar dette Plan over til at blive en Cyliriderflaae,
som kaldes den neutrale Flade, fordi de i den liggende
Fibre ikke undergaa nogen Længdeforandring. Fremdeles
viser det sig, at Fibrene forlænges eller forkortes desto
mere, jo fjernere de ligge fra den neutrale Flade henholds

vis over og under den.
Paa Fig. 112a angiver A EKD Legemets Form efter

Bøjningen og G MUH den neutrale Flade.
Betegnes et vilkaarligtTværsnit i Legemet ved N MG,

punkteret, hvor Legenlet har Formen .A B C B, og fuldt'
optrukket i Figuren A E KB, og antages dette Tværsnit
at ligge i Afstanden x fra B CJ har man.i Ligevægtslæren
paavist, at Kraften P's Virkning paa dette 'Tværsnit ytrer
sig som en enkelt Kraft P i Tværsnittet og et Bøjnings
moment P . x, nemlig P's Moment med Hensyn til Tvær
snittets Tyngdepunkt. Den enkelte Kraft P i 'fværsnittet
virl<.er "lodret .nedad og vil søge at forskyde den til. højre
for Tværsnittet liggende Dela{ Legemet i ForhoJd til den
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anden Del. Imod denne Forskydning maa .Legemets Fibre
yde .en .Modstand lodret opad af Størrelse P. Denne Mod
stand betegnes ved F, og den vil ifølge Afsnittet om For
~kydning fordele sig jævnt over hele Tværsnitsarealet.
Bøjningsmomentet P . x vil søge at dreje den til højre"Jor
NM G liggende Del af Legemet fra venstre til højre om
kring Skæringslinien M M mellem Tværsnittet NM G og
den neutrale Flade, altsaa med Uhrets Visere, hvorved
Fibrene over den neutrale Flade ville paavirkes til Stræk
ning og Fibrene under den til Sammentrykning.

Saasnart Legemet ikke krum.mes yderligere, maa dette
hidrøre fra, at der til venstre .for N M G ide ·enkelte .Fibre
over den neutrale Flade er fremkaldt Modstande mod deres
Strækning netop saa store som de strækkendeKræfter, der
svare til Forlængelserne, og i de enkelte Fibre under den
neutrale Flade Modstande saa store som de sammentryk
kende Kræfter, der svare til Forkortelserne. Modstand,ene
mod Strækning lllaa virke til venstre, og Modstandene
,mod' Sammentrykning til højre. Betragter man et andet
med N M O parallelt Tværsnit, som ligger i en Afstand
derfra, som er MU == L, vil dette Tværsnit, naar Lege
met bøjes, blive drejet i Forhold til N M O og antage Stil
lingen JUS. Dette" Snitsaavelsom N M O forudsættes
under Bøjningen at forblive plant. Lægges der nu gen
nem U et Snit R U Q parallelt med N M O, ser man, hvor
ledes Forlængelserne og Forkortelserne af de enkelte Fibre
ville stille "sig.

Betegnes det sandede Tværsnitsareal af de over den
"neutrale Flade i Afstanden y fra denne liggende Fibre ved
a, og det Stykke, hvormed Længden L forøges, ved e, vil
ifølge Formel (13) Side 105 den Kraft, som svarer til For
længeIsen e, altsaa ogsaa Modstanden, være udtrykt ved

aEe
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Da Fibrene forlænges desto mere" jo fjernere de ligge
. e. y

fra den neutrale Flade, vil - = -, hvor Ys betegner Af-
es Ys

standen fra den neutrale Flade til de yderste Fibre paa
Legemets konvekse Side og es disses Forlængelse. Ind-

d V d" es . y. Ud kksættes den heraf for e fun .ne ær l e = -- I try et
Ys

for Modstanden, bliver dette til
aEes y
~-"~

Heri kan Y. antage alle mulige Værdier mellem O og
y s, men samtidig vil ogsaa a variere paa en Maade, der
er afhængig af Tværsnittets Form.

Modstanden mod Sammentrykning af de i Afstanden yl

fra den neutrale Flade paa Legemets underste Del lig
gende Fibre, hvis samlede Tværsnitsareal betegnes ved al Jo

og som forkortes et Stykke el, bliver if~lge Formel (16)

al E el

----r'
. ~ y' .

hvori man for el kan Indsætte den af - = - fundne Værdl
es Ys

I esy'e = --, hvorved Udtrykket for Modstanden bliver
Ys

a' Ee s yl

y

y' kan antage alle Værdier mellem O og y t, der er
Afstanden fra den neutrale :F'lade til de stærkest sammen
trykkede Fibre. Samtidig med at y' skifter Værdi, varierer.

ogsaa a'.
Medens den ydre Kraft P, som nævnt, vil søge dels

at dreje den til højr~ for Tværsnittet N M O liggende Del
af Legemet dels at forskyde den lodret nedad, ville de
omtalte ved P's Virkning i Tværsnittet fremkaldte Mod-
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stande søge at forhindre disse Bevægelser, og der maa,
hvis Legemet ikke yderligere skal forandre Form, være
Ligevægt mellem den ydre Kraft og qisse Modstande,
som selv ere virkende Kræfter. Ifølge Ligevægtslæren vil
der være Ligevægt mellem et System af Kræfter, naar de
tre Ligevægtsligninger (se Side 26) ere tilfredsstillede,
nemlig:

l} at Summen af Kræfternes vandrette Komposanter er
Nul. Da P og F ere lodrette, medens de øvrige Mod
stande ere vandrette, vil denne Ligning komme. til at an
give, at Summen af disse sidste Modstande skal være Nul.
Ligningen bliver da

~aEesy ~alEes~vl
..... -- ..... ~_._--- === O

Lys Lys '

idet Kræfterne, SOlll virke til venstre, regnes for posItIve,
og de, der virke til højre, for negative. I denne Ligning
angive Sigmategnene Summen af de Størrelser, SOlp man
faar ved at lade y og yl ,antage alle mulige Værdier
indenfor de forhen angivne Grænser, medens selvfølgelig
samtidig a og al variere paa den ved Tværsnitsformen
bestemte Maade. Ved, udenfor Sigmategnene, der tillige
virke som Parenteser, at sætte de for alle Addenderne
fælles Faktorer, bliver Ligningen til

Ee'l ( . I I-L-" ~ay-~ay)=O,
Ys

hvoraf man faar ~a~v - ~ alyl === 0, (28)

som udtrykker, at 'Sumn1en af Arealdelenes Mon1enter med
Hensyn til Linien M M er Nul. Da Arealerne paa hver
Side af M M saaledes ·ere i Ligevægt om denne, maa MM
gaa gennem Tværsnittets Tyngdepunkt. Den. er Skærings
linien mellem Tværsnittet og den neutrale Flade og kaldes
den neutrale Akse. Det fremgaar altsaa, af (28), at
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(30)

(31 )

og

M _EetJ
b - LYt·

11:1 == EesJ
ff.l.b L .. " Ys

Naar de bøjende Kræfterere givne i Størrelse, Ret
ningogBeliggenhed, hvorved Mb kan findes, maaman til
BeStenllnelse af Tværsnitsdimensionerne af vedkommende

!

Havde man, denGang Udtrykkene for de vandrette
Modstande mod Strækning og Sanlmentrykning bleve
fundne, i Stedet for at indføreys age s, indført Yt og e t,

hvor Ytangiver Afstanden fra den neutrale Akse til de
yderste Fibre paaLegemets konkave Side øget disse
Fibres Forkortelse, vilde nlan have faaet Ligningen

den Størrelse, sonl under Afsnittet om Sammentrykning
er kaldt Tværsnittets Inertimomentmed Hensyn til M M
sonl Akse, og Salli betegnes ved J. Ved Indførelse af J
bliver Ligningen til

De to' fat Mb fundne Udtryk ere ganske analoge ""og
gælde begge indenfor Proportionalitetsgrænsen.

Skal man bestemme, hvilke Tværsnitsdimensioner J1lan
bør give Konstruktionsdele, der udsættes for bøjende
Kræfter, eller oll1vendt, hvilke bøjende Kræfter Ilian tør
lade virkepaa Konstruktionsdele af givne Tværsnitsdimen
sioner,maa man ligesoI1l ved Strækning og Salnl1lentryk-

. . S d f 'Ees •pIng 1 te, et or Indføre den tiHadeligePaavirkning

Eet
ks for Strækning og i Stedet for den, tilladeligePaa-

virkning'-kt for Sammentrykning.
Derved blive Ligningerne (30) og (31) henholdsvis til

E es ~( 9Mb - -------". ay'"
L)'s

idet 'de for A{iclenderne fælles Faktorer ere satte udenfor
Signlategnet. Her variere, selvfølgelig ogsaa a,y, al ogyl,
som 'tidligere anført. Uatryk.ket~(a .y2 + al y'2) er netop

Tvær-snittets neutrale Akse gaar gennem dets

Tyngdepunkt.
2) at SU111m~n af Kræfternes lodrette Komposanterer

Nul.' Denne Ligning vil i det· foreliggende Tilfælde, hvor
Kraften P og Modstanden F 'begge' ere lodrette, Inedens
de øvrige Modstande ere vandrette, blive til P - F = 0,
naar Retningen lodret nedad regnes for positiv.

Virkede der i Stedet for denerikelte Kraft P flere lod
rette Kræfter til højre for Tværsnittet, vilde man i Stedet
for P i Ligningen faa Summen af alle disse Kræfter,

hVOfyed den bliver til
~P-F==O, (29)

hvor ::s p er den forskydende Kraft i Tværsnittet.
3) at Sumlllen af Kræfternes Momenter er Nul.
Da den ydre Kraft vil søge at dreje den til højre for

Tværsnittet liggende Del af Legemet onl den neutrale
Akse Af M, vil det være naturligst at opstille Ligevægts
lio-nino'en l11ellem Momenterne af I\xæfterne med Hensyno ~ , 0/

til denne Akse. MOJllentligningen vil i saa Fald blive

a E es ),2 " a' Ees ~y' 2
P'. x..:..-... ~'---------'-- ,~--------- - O.

L.J's L),s

Virkede der i ·Stedet for den ene Kraft flere Kræfter
til højre for N M 0, vilde mani Stedet for P.x faa Sunl
nlen af alle disse Kræfters M0111enter med Hensyn til Tvær
snittets Tyngdepunkt, eller med andre Ord den Størrelse,
der tidligere er betegnet ved Mb og kaldt Bøjningsmomen
tet nled Hensyn til Tværsnittet. Ligningens almindelige

ForIn bliver herved til
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(34)

(35)

(37)

216 mm.3 ~ ·~ •• d3;299t00<1

Paavirkes Bjælken af en jævnfordelt Belastning P,
P/3. P/3

t1 t . t . E J - tE J .bliver

Er en Bjælke understøttet ved Endern.e og i Midten
paavirket .af P lodret nedad, vil den største. Nedbøjning
finde Sted her. Den bliver, naar Bjælkens fritliggende er l,

t ===-1_ lP13_ 1 P13
1 16' 3 EJ -4~ E,]' (36)

Er Kraften jævnfordelt over hele Længden, bliver Ned
bøjningen i Midten

t
1

....li. 1 .1. P 13
_ 5 P/3

8 • nr . 3 . EeT - 3~:r E J'

Naar den i Fig. 113 viste Bjælke er indspændt ved G;
medens der ved H virker en Kraft P lodret nedad. vil

J

Punktet;H synke et Stykke t1 under den vandrette Linie
p /3

~ennenl· G af Størrelse t ~ 1
1-3 EJ'

~ksp1. 86. En Aksel af .Smedejærn af Længde 4'2 m

er SImpelt understøttet ved El!derne og modtager i Punkter,

der ligge 1 m, 2'2 m og, 3'2 m fra Akslens ene Enele,
Tryk lodret nedad paa henholdsvis 1000 kg, 2000 kg og
800 k~. . Find Akslens Diameter, naar ks 3 kgjmm2.

Reaktionerne blive ca. 1895. kg og ca. 1905 kg. Da
Forskydningen. skifter Fortegn i. det Tværsnit, hvor de
2000 kg virke, vil Bøjningsmomentet blive størst meel
Hensyn til' dette, nemlig Mb 299J 000 kglnm.

J · 6: d4
; y=t d. Ved at indsætte disse Værdier

Lignipg (32), .faar man

*) Anm. Det er •netop paa Grund af den ved lange Søjlers Belastningindtræ
dende Bøjning, at Iriertimomentet kommer til atindgaa i de formler, som
benyttes til B~stemmelseafSøjlernes Tværsnitsdimensioner" naar der skal tages
Hensyn til Bøjningen, samt at man maa bestemme Inertimomentet med Hensyn
til en Linie" som gaargennenl TværsnittetsTy?gdepunkt og staar vinkelret
paa den Retning, i. hvilken Søjlen lettest vil bøje sig.

Konstruktionsdel benytte den af de to sidst anførte. Lignin

ger, som giver størst Værdi for J. Naar ks <kt ,maa.
Ys -Yt

åltsaa den første benyttes, og i modsat Fald den anden.
Ere derimod Tværsnittets Størrelse og Form givne,maa
man til Bestemmelse af de bøjende' Paavirkninger, som
Inan tør udsætte Konstruktionsdelen for, benytte den af
Ligningerne, som giver den mindste Værdi af M b.*)

Af Ligningerne (32) og (33)· ·fremgaar det, at jo større
Mb bliver, .desto større bliver· ogsaa ..• J. Deraf· følger, . at
man, naar·· en ·Aksel eller Bjælke, som·· udelukkende paa
virkes af· Kræfter vinkelrette paa Længderetningen, skal
have samme Tværsnitsareal· paa· al1e··Steder, maabestemme
Tværsnittet efter det Sted, med Hensyn' til hvilket Mb er
størst. Vil man tillige tage Hensyn til den i Tværsnittet
vi~~ende forskydende Kraft,som dog. i Almindelighed har
meget ringe Indflydelse, paa DiInensionerne, gør mandet
paa den i Afsnittet, "Sflmmensatte Paavirkninger U angivne
Maade.

Naar Akslen, eller Bjælken ikke overalt, skal have
samme Tværsnitsareal, maa man bestemme Tværsnittene
paa de forskellige .Steder efter de Bøjningsmomenter,SOUl
virke med Hensyn til vedkommende Sted.

Forinden der anføres specielle· Eksempler' paa Anven.
delsen af det i nærværende Afsnit udviklede, skal.'· Juan
endnu' ·omtale· deFormforandringer, som Konstruktionsdele,
der paavirkes paa de nedenforangivneMaader,undergaa.
Formlerne ere. udledede ved. den højere Matematik.
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Ekspl. 87. Den paa Fig. 107 viste Pladejærnsdrager
er simpelt' understøttet ved .Enderne. Den har et. fritlig
gende af 8· m og· paavirkes af en jævnfordelt Belastning
af 22000 kg. ks == 7, 5 kgjmm2. Dragerens Tværsnit skal
bestemmes.

En saadan Dragers Højde h kan passende sættes til
J_ a_1_ af Spændvidden s og· dens Kroptykkelse til 10100 Sf1 2 1 5

dog ikke gerne mindre end 8mm. Sætter man htH T~s,

bliver den 660 mm; t == 8 mm. Kaldes det samlede Areal
af de/to Vinkeljærnog. Pladen i Hovedet A, .faar man for
Inertimomentet J1af Hovedet og Focien med Hensyn til
en vandret Akse gennem Tværsnittets.·Tyngdepunkt, naar
Afstanden mellem Hovedets og Fodens 1'yngdepunkter
kaldes hl, tilnærmelsesvis Værdien

(h)2 A h 2
J l ---2. A o· 21

•-To
Inertimomentet J2 af Kroppen· bliver tilnærmelsesvis Ti?:! hl
og Tværsnittets Inertimoment altsaa

J A ~12+'1~ t hl S, hvorved man ifølge (32)viLfaa

(:1:1
: + ~'I t h1

S
) - ksh1 (A +~thlJ

Naar hele Højden er 660 mnl, kan hl passende sættes
til 600 mm. Indsætter man Værdierne for Mb,k s , h1 0gt
i Ligning,en, finder man . 4100 mm2. Det. paa. Fig.
107b viste Tværsnit, som bestaar af en 10 mm tyk. Plade
og to Stk. VinkeljærnProfil Nr. 8, samlede •ved 20 mm
Nitter, vil, idet Nittehullerne trækkes fra, netop have den
angivne Størrelse, naar Pladebredden gøres 19()·.·mm~Reg

ner nlan Tværsnittet nøjagtigt .ucl, vil man, ... ved at· lade
Pladebredden ··B være ubekendt, af ... Ligningen
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~2··2·.000 8000 - 7'5 .~ [(B- 40). 6603-('B-168) . 6403
8 . . 330 12 /. • '

- 100 . 6203 - 20 . 4803]

faa B = 202 lum. Sættes B til 200 mm, vil ks kun ··blive
ganske lidt større end 7'5 kgjmm2.

Eksp1. 88. Gulvet i et Lokale, der er 7, 5 m bredt og
15'2 m lan.gt(se Figur 114) belastes med jævnfordelt Be
lastning af 400 kg/m2• Etageadskillelsens Vægt kan regnes
tiL 200 kg/m2• Gulvbr~derne bæres af Træbjælker paa
tværs·· i Lokalet .med en indbyrdes Afstand af 0.'95 m fra

t Midte til Midte. Disse ·Træbjælker hvile foruden paa Mu
rene tillige paa en Jærndrager, der .anbringes .• paa langs af
Lokalet under Gulvets Midtlinie. rrværsnitsdimensionerne

• af Gulvbræderne, Træbjælkerne . og Jærndrageren skulle
bestemmes.

Gulvbræderne kan man passende gøre 15cm brede.
Da de i det højeste faa et fritliggende af 0'95 m, vil. der
paa dette Stykke af Brættet, for en. Belastning af 400 kgjm2,

komme et jævnfordelt Tryk af 400. 0'95 .0'15 == 57 kg.

Mb .. t p l t . 57 . 950. 6769 kgmm.

Anvendes cl6rFyrretræs Bræder, er 0'63 kg/lnn12
t

og man har altsaa

6769 === -.._-.:_.: -.-.::.-=~ - -- -.--._.-,.._-_.

hvor x er B'rædernes Tykkelse. x - ca. 21 mm.
Med,d~nne Tykkelse vilde Bræderne i Midten synke

et Stykke

5 p 13 5 . 57 . 9503 ..-
-.--...•• -~--._. --.-----'--.-------.----.-~----;-...----.----..-' --- 0'8 mm.
384 . EJ - 384 .950 -(2 .150 .. 21 3

Dels .. er •. denne •• Nedsænk.ningstørre end tilladelig, og
dels maa man·· tage Hensyn til det stærke Slid, som et
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Gulv udsættes for. Bræderne bør derfor være stærkere
og kunne passende gøres 40 mm tykke. Nedsænkningen

vil i saa Fald vise sig kun at blive 0'839 mm, altsaa
meget ringe.

Træbjælkerne have et fritliggende af 3'75 m, ogpaa
hver af dem. kommer der til at hvile en jævnfordelt Be-

lastning af 0'95 . 3'75 . 600 2138 kg. Altsaa bliver

Mb · i . 2138 . 3750 1002000 kgmm.

Anvendes der Bjælker af Fyrretræ 'med kvadrati~k

Tværsnit,faar man 1002000 0'63 . t x3:; X ' •. 212'1 mm.
Man kan altsaa passende bruge 22 cm X 22 ~mTømmer.

Jærndrageren. Antages der til Støtte for denne an
bragt en 'Søjle ved A, .vil Dragerens fritliggende bIiye
7'6 m. Den paavirkes i syv Punkter af 2138· kg 'hvert
Sted. Reaktionerne i Understøtningspunkterne blive altsaa
hver 7483 kg. Det farligste Tværsnit bliver i Midten ved
B, og Momentligningen med I-IensynhertiI er

Mb , 7483.·3800 - ... 2138 (2850 + 1900 950)
== 16250000 kgmnl.

tJ 16250000 ~ ~
Sættes ks - 9 kg,faar man----------- -- 1800505 mm3.

~y 9

En I Drager Profil Nr. 45 vil altsaa kupne bruges eller
ogsaa,hvis Iuan foretrækker det, to ved Siden af hin
andell liggende Jærnbjælker af Profil Nr. 34. Paa Søjlen
vil der, naar Dragerens Vægt anslaas til 1800 kg, hvorved
Drageren og dens Belastning tilsammen udgøre ca. 36000
kg, komme til at hvile et Tryk af Størrelse t heraf eller
ialt ca. 22500 kg. Udelades Søjlen i Midten, vil Drage
rens fritliggende blive 15"2 m, og det farligste Tværsnit
vil være iA, med Hensyn til hvilket Punkt Bøjningsmo
mentet bliver cå. 65030000 kgmm~

For ks 9 kg/mm2 blive; Jcå. 7225000 mm
y
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Htr antages benyttet en sammennittet Jærndrager,
f. Eks. af det paa Fig. 115 viste Profil. Hoved og Fod
bestaa hver af to Stkr. 25 mm Plader og ere samlede
med de to 10 mm tykke Kroppe ved fire Vinkeljærn af
Profil Nr. 8. Nitterne ere af 26 mm Diameter.

Ethvert af Vinkeljærnene har et Tværsnitsareal af 1510
mm2, og det samlede Inertimoment af de to paa samme
Side af den neutrale Akse X X liggende Vinkeljærn er
1750000 mm4 med Hensyn til Linien MM gennem deres fælles
Tyngdepunkt. Afstanden fra M M til X X er 176'6 mm.
Inertimomentet med Hensyn til X X bliver~-altsaa

J = -(2 [360 (5003 - 4003) + 20.4003'- 52 (5003 - 3803)]

+ 2 (1750000 + 3020 . 176'6 2) == ca. 1824000000mm4.

Da Dragerens hele Højde er 500 mm, vil y . 250 mm,
J

altsaa - - 7292000 mm3. Bjælken er saaledes stærk nok.
y

I Stedet for at bestemme Inertimomentet paa den
ovenfor angivne Maade, kunde man ogsaa have fundet
det ved fra In·ertimomentet af Rektanglet med Siderne
360 mm og 500 mm at subtrahere Inertimomenterne af
de ved de punkterede Linier paa Figuren' åntydede ikke
skraverede Rektangler, som ligge indenfor det førstnævnte
Rektangels Omkreds. Nitterne i Hoved og Fod tænkes
anbragte i samme lodrette Plan, medens de Nitter, 'som
samle Kroppene med Vinkeljærnene, og hvis Diameter pas
sende kan sættes til 20 mm, anbringes midt imellem de
førstnævnte. For et Tværsnit, i hvilket Kroppenes Nitter

findes, . vil J være større end det ovenfor fundne oZ.
y y

Ekspl. 89. Hvor stor jævnfordelt Belastning tør man
lade det i forrige Eksempel beregnede Gulvbræt, der. er

15,cm X.4 ,cm,. bære,.,. naa,r. det. stilles paa Højkant og der

bydes Materialet 0'63 kg/mm2 ?
10
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t . P .-950 - 0'63 . t .40 . 1502
; P - 795,s kg,

medens Brættet liggende paa Fladen kun vil kunne bære

212'2 kg.

Ekspl. 90. En Etageadskillelse bæres .af I-formede
Smedejærnsdragere, mellem hvilke der er anbragt Bølge
blik. Jærndragerne have et fritliggende af 7'2 m, og deres
Afstand fra Midte til Midte er 2 m. Belastningen vil ialt
være 500 kgjm2• Bestem Dragerne og Bølgeblikket. ks kan

sættes til 7'5 kgjulm2.
Dragerne. Belastningen paa hver Drager vil være

7'2 . 2 . 500. . 7200-kg. Det farligste Tværsnit er i Midten
af Drageren, .n1ed Hensyn til hvilket

Mb === t . 7200 . 7200 ===6480000 kgmm;

J === ~~~OOOO ===864000. I Profil Nr. 34· kan benyttes.
y 7'5

B ø l g e b l i k k e t. Dettes fritliggende bliver 2 m. Paa
et 1 m bredt Bælte af det vil der altsaa komme en jævn-

fordelt Belastning af 1000 kg.
For det farligste 1'værsnit, som er i Midten'- vil Bøj-

ningsmomentet være Mb ===t . 1000 . 2000 kgmm,

. J 1000 . 2000 3
altsaa bhver---- - 33333 Ulm.

~Y 8 . 7'5

Fig. 116 viser Tværsnittet af et Stykke af en Bølge
bliksplade, S0111 passende kan bruges i det foreliggende
Tilfælde, nell1lig Profil Nr. 4. Inertinlomentet af et saadant
100 mm bredt Stykke med Hensyn til X X vil være det
samme SOlll Inertimomentet af den Figur, som. fremkolnmer,
naar man drejer den· ene l-Ialvdel af Figuren 180 0 om
Linien }-- G. De~ne Halvdels nye Stilling er vist pun1<
teret. Den krumlneDelsudvendigeDialneter vil blive
51'5 U1Ul og dens indvendige Diameter 48,;) 1111n. Ved Hjælp
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af Halvcirklens ·og Rektanglets Inertimomenter bestemmes
Figurens Inertimoment uden stor Vanskelighed.

Det vil for et 1 m bredt Stykke være J = ca. 1170000
. J 1170000

_ 111m4 ; altsaa bhver-= O === ca. 38000mms .
. y 3 '75

Bølgeblikket er saaledes tilstrækkelig stærkt.

Eksp1. 91. En Støbejærnsdrager a-f det paa Fig. 117
~iste Tværsnit er indspændt i den ene Ende og har et
fritliggende af 1 m. Med hvor stor jævnfordelt Vægt tør
nlan belaste Bjælken?

Tværsnittets Tyngdepunkt bestemmes ved Ligningen

105 . 25 . 12'5 + 130 . 25 . 65 === 25 . 235 . ~Y, hvoraf y' =
41'5 mm; altsaaer y' == 88'5 mm. Inertimomentet med
Hensyn til X-X bliver

t1 == t (130.41'53 + 105.16'53 + 25.88'53) === 9037000 mUl'.

Naar ks = 3 kgjmm2 og kt = 6'75 kgjmn12, vil

k
s

• {= ~_:__ 940137q(l0 og k,.~ =~.'5JL:898037000.
)J'5 Y '5

Man ser let, at det første af disse Udtryk er det mind..
ste" og Ligningen til Bestemmelse af P vil altsaa være

-} . 1000 . P = ~:~~~~~2; P= 1306 kg.

Naar Støbejærnsbjælker ønskes anvendte, er det meget
almindeligt, at man lader deres forskellige Tværsnit variere
saaledes, at de netop svare til de i dem virkende Spæn
dinger, da man· paa den Maade forbruger ll1indst Materiale.
Paa Fig. 118 er der vist en i den ene Ende fastspændt
Bjælke af·· fritliggende l. Den antages belastet af en jævn
fordelt Byrde P, og den skal have rektangulært '[værsnit.
Ser man ligesom i alle de foregaaende Eksempler bort fra
den i de enkelte. Tværsnit virkende forskydende Kraft,
bliver der kun at tage Hensyn til Bøjningsmomentet.

10*
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Mb cos V . l
Jn

og fra M2 ifølge (32) en Paavirkning til Strækning af Størrelse

Mb sin v . n

Ekspl. 92. I et Tag, hvis Hældning mod det vandrette
Plan er 2: 5, indgaar der Aase, som have et fritliggende
af Smog som bære en jævnJordelt Belastning. af 1200 kg.
Man skal. undersøge, hvilken Paavirkning en saadanAas

naar Jn og Jl betegne Inertimolnenterne Hensyr(f' til
henholdsvis N N l og L Ll' Arealenheden modtager alt
saa i det Hele en Paavirkning til Sammentrykning af

Størrelse t = Mb ( ~_c:;;~~ - l~"~ln v). (38)

Bliver t positiv, sammentrykkes vedkommende Fiber,
bliver t negativ, strækkes den.

I denne Ligning maa l og 11 indsættes med Fortegn.
.De stærkest sammentrykkede og de stærkest strakte Fibre
findes paa Figuren henholdsvis ved C og D. For at Aasen
kan· anses for' at være· tilstrækkelig stærk, ma'a t' s største
Værdier, eftersom de ere positive eller negative, være
mindre end henholdsvis kt eller k,~.

K'~ordinataks~T iried POSItIve Retninger T L og T lV, og
Vinklen v regnes positiv i Omdrejningsretningen mod
Uhret. Bøjningsmomentet Mb kan opløses i to' andre Bøj
ningsmomenter Ml og M2 , der virke i Planer, bestemte
ved Længdeaksen 9g henholdsvis L L l og N Nl' Ml ===

Mb cos v og M 2 === Mb sinv.
Betragter man en Arealenhed B, hvis Tyngdepunkt er

y.bestemt ved Koordinaterne 1 og n, vil denne Arealenhed
ifølge (33) fta Ml modtage' en Paavirkning- til'Sammen
trykning af Størrelse

Dette vil for et Tværsnit i Afstanden x fra den frie Ende

Px M l" '1 l - Tvære i x . -1-" og oment 19n1ngen VI a tsaa, naar vær-

snittets Bredde kaldes b og dets Højde y, blive
Px2 k 3 P x 2

1. -- === ~ b y2 eller . = k b y 2
2 1 6 1 s,

hvoraf man faar y = xV:.:,.
Bjælken vil, naar b er konstant og y varierer, faa den

paa Figuren viste Form, nemlig begrænset for oven af
et vandret Pla~ og forneden af et Skraaplan. For x = °
bliver .Y === 0, altsaa teoretisk ingen Tykkelse i den frie
Ende, og for x ='1 bliver

y =V3k~"
som er Højden ved Indspændingen. Foruden Bøjnings
momentet virker der imidlertid ogsaa en forskydende
Kraft i .de enkelte Tværsnit, hvorfor man af denne Grund
maa gøre Bjælken noget højere. Forskydningens Indfly
delse i dette Tilfælde er nærmere oplyst i Ekspl. 98.

I alle de foregaaende Eksempler har man ved Bereg
ningen af Tværsnitsdimensionerne af Konstruktionsdele,
som paavirkes til Bøjning, forudsat, at Bøjningsmomenterne
virkede i et af de Planer, som indeholde en af Tværsnittets
Hovedakser. Der forekommer inlidlertid Tilfælde, hvor Bøj
ningsmomentetnok indeholder Konstruktionsdelens Længde
akse, men ikke nogen af Tværsnittets. Hovedakser, .og dette
finder bl. a. Sted ved depaa Spærfag hvilende Aase.

Lad Fig. 119 forestille Tværsnittet af en saadan A';s.
er dets Tyngdepunkt· og L L l samt NN! dets Hoved

akser. Bøjningsmomentet . antages at virke i det Plan,
som er.bestemt ,ved Aasens LæIlgdeakse og Linien
som ..danner L v med TL. L LI og NN! tages til



150

af I Tværsnit Profil Nr. 20 faar i SIne stærkest paavir
kede Fibre.

Mb === t . 1200 . 3000 ==450000 kgmm.

tg v - tg u t, v === 21'8°·

Da Jn === 21390000, J1 1170000, l === + 100 og
n === + 45, faar man ved Ligning (38)

t - + 450000 (10~1~;~~~OSO +451;~~66bSO);

t === + 8;38 kg/mIn2
.

Eksp1. 93. Hvor stor Paavirkning ville de stærkest
paavirkede Fibre faa, naar Aasen (se Ji"'ig. 120) dannes af
Z-Jærn Profil Nr. 12, Ta1?el VIL F?

J,z 4700000, J 1=== 377000, 1=== ca. 60 cos a agn-ca. BOsin a. •

u - 21'8°. Ifølge Tabellen er tg a ' 0'433' altsaa

a = 24'41°; v = U - a - - (24'41 - 2.1,s) = ~ 2'61°.

Ifølge (38) bliver Paavirkningen paa' Fibrene ved B

= 4""'0000 (60 cos 24'41° . cos 2_'6,1°
t o 4700000

+ 60 sin 24'41°. s,in 2'61°). _ '"k /, 2
377000 ' t - 6'57. ' g mm .

Vil man undersøge den Paavirkning,\ som Fibrene
ved C faa, maa man først finde Punktet C's Koordinater

11 og nl'

11 ~' l 60 sin 24'41° -- 60 (cos 24,410+ ,sin 24'410)

-- 79'45'
n 1 === n - 60 cos 24, 41° , 60 (sin 24, 41o -~ cos 24, 41°)

- 2~'S5'

t = 450000 (79'~7'ob~i)~- 29'S;7;ciod,(10);
t - 5'98 kg/mm2.

Fibrene ,ved C paavirkes altsaa ogsaa til Sammentryk-
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ning. De stærkest sammentrykkede Fibrer i dette Eksempel
paavirkes 'adskilligt mindre end i det foregaaende, men
I-Jærnets 'fværsnitsareal er 3340 mm2, medensZ-Jærnets
kun er 1.820 mm2, 'hvoraf -man ser, hvor fordelagtigt det
er at anvende det sidste fremfor det første. Dertil kommer,
at Z-Jærnet langt lettere lader sig befæste end .l.-Jærnet.
Vil "man benytte T-Jærn, kan der være Anledning til at
befæste dem saaledes, at Kroppen staar lodret.

Ønsker man i en Konstruktion at anvende Træbjælker,
og det er umuligt at faa saadanne af tilstrækkelig stort
Tværsnit, maa man, som omtalt i Bygningskonstruktions
læren, benytte Trædragere, der bestaa af oven over hin
anden liggende Bjælker, som ere indbyrdes fast forbundne.
Bjælkerne kunne samles enten ved Fortanding eller ved
F.ordybling.

Fig. 121 viser en fortandet Drager og Fig. 122 og
123 fordyblede Dragere; paa Fig. 122 ligge Bjælkerne tæt
opad hinanden, paa ~ig. 123, med et Mellemrum. Fig. 124
angiver Tværsnittet af en fortandet og Fig. 125 af en for
d.yblet Drager.

Med de paa Fig. 124 anførte Betegnelser vil' man have

TJT _J_ 1 ·b h2 - Mb h f h
VY ----1) --k' vora man, naar b = 0'42 . ,

)'

faat h = V14'3~b. (39)

bo sættes til 0'8 håh; l = 0'1 11; do - O'l b.

For den fordyblede Dragers Vedkommende vil

W= :T1~(bh~~bh13) tbh2(1-(iY)="ib.
Man kan passende sætte hl - 0'14 h; hl . 0'48 h;

ho ,O'lhl
; b 0'36 h, og man vil da ved at løse Lig-

ningen med Hensyn til h faa
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h=)! 16'7~b.
I bliver ved Understøtningerne 0, 14 hl, ved Midten af

Drageren 0'10 hl og midt imellem disse Steder 0'12 hl.

bo :::==: 3'0 I + O'Ogb. do - 0'1 b.
I (39) og (40) angiver Mb det største Bøjningsmoment.
Endnu skal særligt omtales Fodplader eller F u n d a

mentplader for Søjler. Disse Plader, som paavirkes til
Bøjning, dannes af Støbejærn med eller uden Ribber, og
kunne have kvadratiske, rektangulære ell<ir cirkulære Grund
flader, hvis Størrelse afhænger af den Modstand, som det
i Fundamentet indgaaende Materiale, der kan være Mur
sten, Sandsten, Kalksten,. Granit, m. In., kan yde mod
Sam-mentrykning.

Ekspl. '94. En Træsøjle, der er 2'65 m høj og skal
bære 21000 kg, har kvadratisk Tværsnit. Siden i Kva
dratet vil da blive 21 cm. Antages Søjlens Fodplade at
hvile paa et Fundament af gode Mursten icementblandet

Kal~mørtel, kan kt sættes til 0'11 kg/mm2. Pladens Grund-

flade 4. bliver altsaa lig med 2
0
1000. Gøres den kvadratisk,

'11

bliver Kvadratsiden x V26;1~0; x. 44 cm.

Giver man Pladen den paa Fig. 1,26 viste Form, hvor
den samlede Pladetykkelse er t, der fordeler sig saaledes,
at Pladens prismatiske Del har Tykkelsen t l, og den pyra
midale Del Tykkelsen t t, kan man finde t paa følgende
Maade: Fodpladen betragtes som indspændt i Midten, hvor
Søjlen hviler med sin kvadratiske Grundflade, medens Re
aktionen fra Fundamentet fordeler sig. jævnt .over ·hele
Grundfladen. Da Reaktionen virker opad, vil den søge at
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bøje den i Midten indspændte Plade opad, og det farligste
Tværsnit vil være Tværsnittet K L.

Bøjningsmomentet med Hensyn til dette vil blive Pro
duktet af Reaktionen paa den med B C D E betegnede Del
af Grundfladen~og ~;-i B e, altsaa er

M == 21~00 .. 115 . 115 = 31P-'600 kgmm.
b 440 . 2 o

Den Afstancl, hvori Trapezets Tyngdepunkt T1 ligger
fra dets største Side (se Side 33), er

_ 1 2 2 . 240 + 440 _
a - 1f . 1f t. 240 + 440 - 0'302 t.

Trapezets
y

Areal At === 227 t og Rektanglets Areal
A 2 .-' 147 .t.

Da· Rektanglets .Tyngdepunkt T2 ligger i Afstanden t t

fra Tværsnittets underste Side, findes det fælles Tyngde
punkt (T's Afstand y herfra ved Ligningen

~y (227 t + 147 t) = 227 t .0'635 t + 147 t .0'166 I,

hvoraf y -0'446 I.

Trapezets -!nertimoment med Hensyn til M M bliver
ifølge Tabel V

J =2402 + 4 . 240 . 440 + 4402
2

8
t3 = 8 ~.t3

t 36 (440 + 240) . '33 '103 ,

og dets Inertimoment med Hensyn til Aksen X X gennem
det fælles Tyngdepunkt

JI,- 8'1!53 /3 + 227 t (a + 0'333 t - ~V)2 == 8'153 t 3 +
227 t (0'302 t + 0'333 t -- 0'446t)2 16'263 t 3

.

Rektanglets Inertimoment med Hensyn. til Linien LV lV
bliver

J r '. TlZ . 440 . °'333 8 t 3 = 1'.353 t 3
,

og dets Inertimoment med flensyn til den neutrale Akse
X X bliver

J"Ir = 0'153 t 3 ± 147 t (y - 1'66 /)2 = °'153/3 +
147 t (0"446 t-O, 166 t)2 11'683 t 3.



154

Tværsnittet K L's Inertimoment med Hensyn til X X
bliver altsaa

J J/ f + J/r = 16'263 f3 + 11'683 f3 - 27'946 t 3•

J
Ved i MOlnentligningen Mb == ks . - at sætte

.Y
Mb = 343700; J === 27'95 t 3,ks 3 kgjmm2 og

O t f 3156' 00 -3 . 27,95/
3

,)' -, '446' aar man
0'446 t

;--------

hvoraf t=1/ 31~60~..: °'446 = 40'97 m~.,l . ('95

t kan passende, gøres 50 mnl, hvorved -t f === 16, 7 mm.
i- t bør aldrig være under 16 mm.

Hvorvidt der nlaatte være Fare for, at Pladen brydes
efter en Linie vinkelret paa 'en af Diagonalerne, kan let
undersøges bagefter.

5. Vridning.

Naar et prismatisk Legeme er indspændt i et af dets
Tværsnit, medens der i et andet 'fværsnit paa en Arm
gennenl dettes Tyngdepunkt virker to paralleleog "lige
store K.ræfter i modsatte Retninger, •paavirkes Legenlet til
Vridning paa det ~Stykke, som ligger mellem rrværsnittene.

Paa Fig. 127 ville altsaa Kræfterne P, der virke i Tvær
snittet ved C paa Arlnen R, paavirke' det prismatiske
Legeme B C, som er indspændt ved B, og hvis Længde
er L, til Vridning paaStykket. mellem ,B og C. l, Stedet
for Indspændingen ved B kan der her virke et Kraftpar
af samlne Størrelse SOln Kraftparret i C, men i modsat
Retning. Kraftp~rret i C vil søge at forskyde Legemets
enkelte Tværsnitpaa en saadanMaade i Forhold til hver
andre, at deres Tyngdepunkter vedblive at ligge i Lege
nlets Akse. Fig. 128 viser tre tæt ved hverandre liggende
Tværsnit A, B og C, hvor Afstanden mellem A og B for-
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udsættes at være den samme som Afstanden mellem B og
C. Antages~.a, b og c at være tre Punkter i disse ·Tvær
snit, og at de" inden P begynder at virke, ligge i en med
Aksen parallel Linie, ville Tværsnittene under Kraftparrets
Virkning drejes saaledes i Forhold til hverandre om Lege
metsAkse, af c Hytter sig en vis Vinkel i Forhold til b,
medens samtidig b Hytter sig en ligesaa stor Vinkel i For
hold til, a." Men pfla den Maade vil c j Forhold. til a være
drejet en dobbeltsaa .stor Vinkel som b i Forhold til a.
Punktet b er komnlet til bl ogc til Cl. Ogsaa her forud
sætter luan ligesom ved 1-3øjning, at Tværsnittene under
Forlllforandringen vedblive at være plane. Da Tværsnitte
nes Tyngdepunkter ikke forandre Plads, vil·fremdeles den
i Aksen liggende Fiber ikke modtage nogen Paavirkning.

l\1od den Vridnil).g, som Kraftparret saaledes frembrin
ger, maa Materialets Sammenhængskraft yde Modstand, og
saalænge Legemet vedbliver at forholde sig elastisk, og
Paavirkningen altsaa ikke har overskredet Elasticitetsgræn:
sen, vil Legenlet igen antage den oprindelige 'Form, naar
Kraftparretophører at virke. DaFormforandringen ind
træder derved, at Tværsnittene forskydes paa hverandre,
lnaa Materialet yde Modstand 'mod, Forskydning, og 'man
har derfor ved Beregningen~f Tværsnitsdimensionerne af
prismatiske Legemer tidligere altid benyttet ,Værdierne for
den tilladelige Paavirkning kj" for Forskydning.' Ved Un
dersøgelser, der senere ere foretagne over Materialernes
Modstandsevne mod forskellige Paavirkninger, har det vist
sig" at nogle Materialer anstrænges lnere ved at paavirkes
til Vridning' end ved at udsættes for aIInindelig 'Forskyd
ning. De tilladelige Paavirkninger k'lJ for Vridning findes
for Smedejærns, Staals og Støbejærns VedkomJTlencle an
givne paa Tabel III.

Jo længere de enkelte Fiberelementer ligge fra Tyngde
punktet, desto 11lere ville de, naar Legemet vrides, tiernes
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De Modstande, som Arealerne al' a 2 , as, . . . an yde"
blive altsaa henholdsvis

(41)
Jp

M'l!=kv '-'

P

Den største Værdi, som lnan i Konstruktioner tør give
s, betegnes, som foran omtalt, ved kv, og Ligningen bliver
derved til

Kender man et Areals Inertimoment med Hensyn til
to paa hinanden vinkelrette Akser, kan man ved Hjælp af
disse Inertimomenter finde det polære Inertimoment.

Fig. 130 viser et Areal, hvis Inertimomenter med Hen
syn til X X og YY antages bekendte. For et Arealelement,

hvis Størrelse er al'. og hvis Afstand fra T er Pl' mede.n~

dets i\fstande fra X X og YY betegnes ved henholdsvis

Yl og X u har man P12 = X.l
2 +Y1 2

•

Ved at multiplicere paa begge Sider af Lighedstegnet

med al' faar man a l P12 = alXl
2 + alYt2

.

For et Arealelement af Størrelse a2 , beliggende i .Af-
standene X2 fra YY, Y2 fra X X og P2 fra T,. harmanpaa

samme Maade a2P22 == a2x22 + a2Y22•

For et tredie Arealelenlent faar man aSpg2 . agxS
2

+... asJl s2.
:For det nte Arealelement: anPn2 == anx n

2 + anYn2.

Den indenfor Parentese~n staaende Størrelse har en
.Form, som er ganske analog med det under Sammen
trykning nirmere omtalte Inertiploment.

Det kaldes Tværsnittets polære Inertimoment,
fordi det er Jrtertimomentet med Hensyn til en Pol eller
et Punkt, nemlig Tværsnittets Tyngdepunkt, og ikke med
Hensyn til en Linie. Det betegnes ved Jp.

Ligevægtsligningen bliver altsaa, idet Vridningsmo
mentet P. R betegnes ved M v , til

M
v

== s. Jp .
p

med Hensyn til T

~== S2 == SS_

PI P2 Ps

fra deres oprindelige Plads, og Formforandringen vil altsaa
være størst i de fra Legemets Akse fjernest liggende Fibre.
Men jo større Formforandringen er, desto større er ogsaa.
Modstanden, og denne sidste vil altsaa blive proportional
med Afstanden ind til Legemets Akse.

Paa Fig. 129 er der vist et Tværsnit af Legemet, i
hvilket forskellige Fiberelementers Arealer ere betegnede
ved al' a2, as, . . . an, medens deres Afstande fra Tvær
snittets Tyngdepunkt T kaldes Pt, P2' Ps, . · . pn' Be
tegnes fremdeles de Modstande, som Fibrene ville yde pr..
Arealenhed, ved sl' S2' ss, . . . Sn, har man

Sn S. ==-===-,
pn P

hvor s er den Modstand, som de yderste i Afstanden p'
fra Tyngdepunktet T liggende Fibre yde pr. Arealenhed.

Af disse Ligninger faar· man:

S - SPl. S - ~p~. s - sP.3. . S spn
l - p' 2 - p' 3 - p' ... , n == p'

alsPl. a2sp2. assps.
p-~' -p~~' -~'p--'

og Momenterne af disse Modstande
blive derefter

alSP1
2 . a2sP22. a3sps2

.-p" p---' p--,
For at der skal indtræde Ligevægt, maa Summen af

disse Momenter være lig med KraftparretsMoment, altsaa

P. R =~~1P12+ sa2P2
2 + sasPa

2 + ... + ~'!-'!t,,~
p P P . P
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Vridningsvinklen vil foruden af Afstanden lllellem
de to omtalte Tværsnit i høj Grad afhænge af Materialets
Art og Beskaffenhed, og man maa derfor ogsaa her lige
som ved Strækning og Sammentrykning indføre den saa
kaldte :Elasticitetskoefficient. Ved Elasticitetskoeffici
enten for Forskydning G forstaar man .denKraft

/Ere Akslerne derimod lange, vil det Tilfælde kunne indtræd.e"
at de "to Tværsnit, mellem hvilke Vridningen finder Sted,
selv ·OlTI Akslen maatte være stærk nok, ville drejes mere
end tilladeligt i Forhold til hinanden. Denne Snoning af
Akslerne maaholdes indenfor en passende Grænse,. og
det kan kun opnaas ved at bestemme !værsnittet, ikke
af Hensyn til Styrken, men af Hensyn til Stivheden.

Som bemærket ville efter hinanden følgende Tværsnit,
der ligge tæt opad hinanden og i ligestore indbyrdes
Afstande, forskydes der samme Stykke i Forhold til hin
anden, hvad enten Tværsnittene ligge paa det ene eller
det andet Sted af det prismatiske Legeme. Denne For
skydning af to Nabotværsnit i Forhold til hinanden er
meget ringe, m,en da Forskydningerne opsummere sigt
kunne de to Tværsnit, i hvilke de ydre Kræfter angribe t

blive drejede et kendeligt Stykke i Forhold til hinanden.
Den Vinkel, som det ene Tværsnit drejes i Forhold til
det andet, kaldes Vridningsvinklen. Den udtrykkes' i
Grader og betegnes ved O' (se Fig. 131). Længden a af
den tilO'svarende Cirkelbue, hvis Centrum ligger i rryngde
punktet og hvis Radius er 1, findes af Proportionen

a (} nO'.-----.. hvoraf a === ._ .._.
27t. l 360' / 180·

Ved at addere alle disse Ligninger faar man

~ap2 __ ~ax2 + ~ay2,

men ~ a p2 er det polære Inertinloment Jp, ~ ay2 er
Inertimomentet Jx med, Hensyn' til XX og ~a~t:2 er Inerti
momentet Jy med Hensyn' til YY Følgelig er

Jp - J.t + Jy • (42)

Ved Hjælp af denne Ligning kan~an finde det po
lære Inertimoment for alle Tværsnit, forsaavidt de kunne
antages under Legelnets Vridning· qt forblive plane, og
dette er som nævnt i Almindelighed tilladeligt.

~"'or Cirklen faar man saaledes

J:= 2:: r 4 + .~r4 === TI r4::=::: TI_ d4
P 4 4 2 32'

naar r og d ere henholdsvis Radius og Diameter i Cirklen~

Afstanden p fra Tyngdepunktet T til de yderste Fibre bliver d
2

For Cirkelringen bliver J-I. = ._~ (D4 - d 4) naar
r 32 '

D og (i betegne den største og mindste Diameter i Cirkel
D

ringen. p - --- 2'

For Kvadratet erJp -2. Tl2"a4 - i~a4, naar a er

Kvadratsiden.p····. . -_._~
Y2·

(42) kan ikke anvendes ved et rektangulært Tværsnit,.
naar der er stor Forskel paa Størrelsen af Rektanglets.
to Sider, da Tværsnittet i saa Fald ikke kan antages at
forblive plant under Vridningen.

Det er navnlig ved Bestemmelsen af Tværsnitsdimen
sionerne af Aksler, at der bliver Anvendelse forVridnings ....
teorien. Ere Akslerne korte og paavirkes de, foruden til
Vridning, ikke tillige. i væsentlig Grad til Bøjning, .. kan
lllan bestelTIIUe deres Tværsnit ved Hjælp af Formel (41).

De yderste .Fiberelementer, som ligge
fra T, ville. altsaa drejes en Buelængde

TI åp
Pa === -[fia·

Afstanden p.
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Ekspl. 96. Hvor stor maa Kvadratsiden den Ekspl.

')
_ '1t dB _ ~ dB "h f d r-:/ 2 mm180000 - 2'4 · 16 - 5 ' vora === 'll·

Hvis man giver Cylindren en Diameter af 73 mm,

bliver Vridningsvinklen

\ _ 180 180000.2000.32 === ca. O 0.
d-~. 8000.73 4 .'1t '925

Paa en Længde af 2 m tillader man imidlertid kun en

Snoning af 0'5 O, og Diametren maa altsaa beregnes efter

Stivhedshensynet.
Indsætter man d == O, 5 i Ligning (44), faar man

180 180000. 2000
0'5 - --_... --------.------; d = 85"5 mm.

1t 8000.~ d4

Giver .man Cylindren denne Diameter, ville de yderste
s

Fibre faa en Paavirkning s, som findes af Mb ==: P.Jf'

s · 85'0
3

h f 1 1{gjmm2•180000 , vora s === '449
5

11

Ekspl. 97. En .• Cylinder af ·blødt Staal af Længde 2 ID

er indspændt i· den ene Ende og paavirkes til Vridning
ved en i den anden Ende anbragt Kraft paa 300 kg, som

virker paa en Arm af Længde 0'6 m. Hvilken Diameter
maa man give Cylindren, naar kv = 2'4 kgjmm2 ? Hvor
stor bliver Vridningsvinklen?

G === 8000 kg/mm2, Mv 300 . 600 === 180000 kgmm.

Ved Formel (41) faar man

95 omtalte Borestang være,naar Iuan ønsker at byde Mate

.rialet i det' højeste 2'4 kgjmm2
.

Kaldes Kvadratsiden x, har man

800 . 32 = 2'4 . t x3 V2, hvoraf x === 35'64 lum.

(43)
M_aG~Tp
v- L '

denne Værdi af ~ i (41), faar man
p

manIndsætter

men a 7t O vil indsat i (43), give 7t d' . GJp_ - M
180 ' 180 L - 7

J
,

hvoraf å - 180 Mv L (44)
- 7t . GJp •

Ved Aksler regner man, at Vridningsvinklen ikke bør
være mere end 0'25 o for hver Meters Længde.

i kg, sum, hvis Materialet var fuldstændig elastisk, vilde
forskyde den ene Ende af en prismatisk Stang af Tvær
snit 1 mm2 et Stykke netop saa stort som Legemets Længde
i Forhold til den anden Ende. Paa Grund af Proportiona
liteten mellem Paavirkning og Formforandring vil man, da
de i Afstanden p fra T liggende Fiberelementer drejes et
Stykke p a, have

p a _ ~ h. f kv _ a G
L -. G' vora p - L·

Ekspl. 95. Paa enSmedejærns Borestang med kvadra
tisk Tværsnit, hvis Side er, 32· mm, virke to Mænd hver

med et Tryk af 16 kg paa en Arm af 0'8 In Længde.
Hvilken Paavirkning faa Stangens yderste Fibre?
Til Bestemmelse heraf maa man benytte Ligningen

JpMv === s . -.-,p
hvor s er 'ubekendt. Mv = 800 . 2 . 16, Jp • t . 324

32
og P = Y2' altsaa 800. 32 ~ s · i .323 • V2, hvoraf

s = 3'315 kgjmm2•
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6. Sammensatte Paavirkninger.

a) Tværsnittet paavirkes ~amtidig til Bøjtii1'lg og
Forskydning.

Naar en Konstruktionsdel paavirkes til Bøjning, vil
den i de fleste Tværsnit samtidig paavirkes til Forskyd
ning. Hertil er der under Afsnittet om Bøjning j'kke
taget noget Hensyn, fordi Forskydningen i Almindelighed
ikke spiller nogen stor Rolle i Sammenligning med .··Bøj
ningen, blandt andet fordi den ofte er mindst for·' det
Tværsnit, for hvilket Bøjningen er størst. Imidlertid er
Forskydningen dog undertiden størst for det Tværsn.it,
med Hensyn til hvilket Bøjningsmomentet er størst, og i
saa Fald kan der være nogen Grund til at tage Hensyn
til den. Man kan gøre det paa den' Maade, at man be
regner, hvor stort et Areal der behøves til at modstaa
Forskydningen, og dette Areal tænker lllan sig borte med
Hal,vdelen paa hver Side af den neutrale Akse, eftersolll
Fibrene her kun i ringe Grad paavirkes til Bøjning. Der
efter undersøger lllan, om den Del af 'rværs~ittet, som
bliver tilbage, er tilstrækkelig stor til at modstaa Bøj
ningen. Dette skal blive nærmere oplyst ved et Eks
empel,' .hvorved man tillige vil kunne faa et Indtryk -af,.
hvilken Indflydelse' det faar paa Tværsnittets Størrelse,.
om man tager Hensyn til Forskydningen eller·ikke.

Ekspl. 98. En Støbejærnsdrager, der er indspændt
den ene Ende, har et fritliggende af 1 mogbelastes af en
jævnfordelt Vægt paa 1350 kg. Dragerens Tvæ~snit skal
være et Rektangel, saaledes at Bredden af dette gennem
hele Dragerens Længde er konstant, nelnlig 70 mnl, medens
Højden varierer saaledes, .at Tværsnittene netop yde til
strækkelig Modstand lll0d de i dem virkende Spænding~r.

Hvis lllan H~ke tog Hensyn til Forskydningen,. vilde
Drageren blive" et tresidet Prisme af den paa Fig. 118
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viste ForIn. Tværsnittets Højde y ved Indspændingen vil
i saa Fåld, da Bøjningsmolllentet med Hensyn hertil er
! . 1350 . 1000 = 670000 kgmm og ks = 3 kgjmm2

, faas

af Ligningen
70y3

670000 - 3 . T\ . -1-; Y - 138'4 mm.
'2y

Vil man tage Forskydningen, som vokser ganske jævnt
fra O i den frie Ende, indtil 1350 kg ved Illdspændingen,
med i Betragtning, maa: mangaa frem paa følgende Maade :

Regner mankf - 2'3 kgjrom2, .vil der til at modstaa
· . 1350 2 D

Forskydningen fordres et Areal af Størrelse 2;;' mm . et
bliver et Rektangel, hvis Højde, da Bredden er 70 mm,

vil blive
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til de stær~est strakte Fibre. Da den paa disse Fiber-

P . k' Mb . Ys lelementer virkende strækkende -aaVlr ynIng --:J- moc""-

virkes af Trykket T, vil den samlede Paavirkning, solli de
A

(45)

Denne Størrelse

M~j2~+~,

som i det højeste nlaa være lig med den tilladelige Paa
virkning kt for Sammentrykning. For denne Grænseværdi'

faar man altsaa

Mb . ~Y t T 4 • ( - T). J (46)----J---- +71 = kt, hvoraf Mb == k t - '7I y~. -.
TilDim~nsionsbestemmelsenmaa man benytte den af

de to Formler (45) og (46), SOlU i vedkommende Tilfælde
giver den -største Værdi.

Paavirkes et Tværsnit foruden til Bøjning tillige til
Strækning af en Kraft S, faar man i de yderste Fiber-

elementer paa den konvekse Side dels en Paavirkl1ing .~

Mb 'Ys T
faa til Strækning, være -,-~J- - A'

maa være mindre eller i det højeste lig med den tillade
lige Paavirkning for Strækning ks . Sættes de to Størrelser

ligestore, faar man

Mb . Ys T' (+ T) J--- - - === ks , hvoraf Mb:=:::: ks A-'
J A f .- Ys

De yd'erste Fiberelementer paa Legemets konkave Side

ville foruden Trykket ~ tillige paa Grund af Bøjningen

modtage et Tryk Mb] Yt, hvor Yt er Afstanden fra den

neutrale ~kse til de stærkest trykkede Fibre. Det samlede
Tryk paa disse Fiberelementer bliver altsaa

borte ved den neutrale Akse eller omkring Tyngdepunktet,
som vil behøves til at modstaa Forskydningen.

bj Tvæ?''"stzittet paavirkes sa11'ttz'dig til Bøjning og Vridning.

Man finder i saa Fald først, som angivet Side 68, det
ideelle Bøjningsmoment

Mi === iMb + t -VMb2 + Mv 2,

og lnan beregner dernæst Konstruktionsdelen for Bøjning
alene, idet man benytter Ligningerne (32) eller (33), hvor
Mz· -træder i Stedet for Mb' Man vil i dette Tilfælde
komme til at regne med en Sikkerhed, som svarer til den,
man vilde opnaa, naar man for Vridning benyttedekf.

Vil man derimod for det cirkulære Tværsnit regne
med en Sikkerhed, som svarer til den" der opnaas ved
Benyttelse af kv,maa man sætte

Mi = tMb + t VMb2 + (a M v )2,

hvor a er en Koefficient, som angiver Forholdet mellem
den for Materialet fastsatte tilladelige Paavirkning for Bøj
ning og t af ,den tilladelige Paavirkning kv for Vridning.

ej Tværsnz'ttet paavirkes til Bøjning og samti{iig enten til
Sam1nentrykning eller til Strækning.

Paa et Tværsnit, hvis Areal betegnes ved A, og hvis
InertiInoment er J, antages der at virke -, et Bøjningsmoment
Mb, medens Tværsnittet tillige paavirkes af en sammen

,trykkende KraftT. Denne sidste vil paa hver ·af
T

TværsnittetsArealenheder udøve et Tryk >-.A.' Paa Grund

af Bøjningen ville de yderste Fiberelementer i Tværsnittet
paa Legemets konvekse Side modtage en Paavirkning til
Strækning J som ifølge Afsnittet om Bøjning vil være

Mb·ys
-----;}-----' hvor Ys betegner Afstanden fra -'den neutrale Akse
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(48)
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til Strækning hidrørende fra S, dels en ,Paavirkning

~bjY~ ligeledes til Strækning og hidrørende fra· Bøjnings

momentet Mb. Sættes den sanl1ede Paavirkning til Stræk
ning lig lued ks , faar man

Mb' . J's I S 7111 (·k S) J------ T -- === k hvoraf lrlb === - - -J A s,. s A J' s·

De yderste Fiberelenlenter paa Legemets" konkave Side'
ville paavirkes til Sa111mentrykningaf ialt

Mb . J't S
-A'

Sættes denne Størrelse lig 11led kt, faar man

Mb ·1/t S M (.k + S) J. - A .. k" hvoraf b = t A Yt

Her lllaa.man ved Dimensi~)llsbestemmelsenbenytte den
af Farnlierne (47) og (48), sonl giver den største Værdi.

Ekspl. 99. Paa den i Eksp1.42 (se Side 78) 0111talte
armerede Bjælke virker der i B 2400 kg og i C 1800 kg,
begge lodret nedad. Disse Tryk forudsættes at hidrøre
dels fra en 9ver hele Bjælken A D jævnfordelt .Belastning
af 5400 kg, dels fra et enkelt Tryk· af 600 kg i B.

Betragtes Stykket B C,ser man, at dette dels vil paa
virkes til Samlnentrykning af 7400 kg og dels til Bøjning
af en Belastning paa 1800 kg jævnfordelt over Bjælkens
fritliggende, der er 3 m.

Da Belastningen er jævnfordelt, findes det farligste
Tværsnit i· Bjælkens Midte. Bøjningsmomentet med Hen- '
syn tilclette'Tværsnits Tyngdepunkt bliver Mb t . 1800
. 3000 . - 67{5000 kgmm. Skal Bjælken være af Egetræ,
hvor ks l'2kg/nlm2 .og kt · ,0'80· kg/mm,2, vil man for
de stærkest strakte Fibres Vedkommende ifølge (45) faa

!
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6~-OOO- (1 +.. 74.0.0) -1'3lo - '2 x 2 · 6 X ,

og forAde stærkest trykkede Fibre ifølge (46)

... (" 7400)670000 === 0'80 ~~. t x 3•

Den sidste af disse Ligninger vil give størst Værdi for
_x og lllaa altsaa benyttes: Den kan omformes til

4050000 - 0'80 x 3 - 7400 x, eller
5062500 x 3 - 9250 x.

\7ed at prøve sig frem, finder man x - 190 mm.

Ekspl. 100. Det midterste "Stykke af den Bjælke, som
indgaar j det paa Fig. 67 viste Hængeværk, har et fritlig
gende af 2'5 m og paavirkes af en jævnfordelt Belastning
paa 2000 kg, medens det samtidig paavirkes tilStrækning
af en Kraft paa 5400 kg. Antager man, at Bjælken skal
til.dannes af Fyrretømmer med kvadratisk Tyærsnit, .vil

man, da ks = 0'9 kgJmm 2 og kt === 0'63 kg/mm 2, ifølge
(47) for de stærkest strakte Fibre faa

t . 2000 .2500 = ( 0'9 - 5;~0)t x 3,

og ifølge (48) for de stærkest trykkede' Fibre

i . 2000 . 2500 = (01'63 + 5;~0) t x 3
,

hvor x angiver den søgte Kvadratside. Disse Ligninger
kunne omformes til henholdsvis

4167000 === x 3 - 6000 x og 5940000 - x~ +8572 x.

Den første af Ligningerne giver størst Værdi for x,
nemlig 173. x kan altsaa af Hensyn til Styrken passende
sættes til 175 lUlU •

Ekspl. 101. Det paa ·Fig. 76 viste Spærfag ACE paa-
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virkes lodret nedad af en jævnfordelt Belastning- paa
8000 kg. Derved vil Stykket A B sammentrykkes af 6400
kg, som er Summen af denpaa A C·jævnfordelteBelast
nings Komposanter efter Spærets Længde. Dens Kompo
santer vinkelret paa Spæret ville desuden paavirke A B til
Bøjning med en jævnfordelt Belastning, som er 2000 cos v,.
naar v er Spærets Vinkel med en vandret Linie.

For Midten af A B, hvor det farligste Tværsnit findes, er

Mb = t· 2000 AB cos v = t· 2000.2250 = 562500 kgmm ..

Spæret tænkes dannet af et valset T. Regnes ks ===

kt = 9 kgjmm2 , vil Profil Nr. 12/12 for de stærkest sam
mentrykkede og de stærkest strakte Fibre give henholdsvis

(kt - T) _.. J =(·9 _ 6400) . 3660000 763200kgmm og
A Yt. 2960 32'8

(·· ..k$+ T) J_ = (9 + 6400) 36~0000= 468500 kgmm.
A, Ys 2960 87'2

Forsaavidt vedkommende jærnbjælke skulde kunne
benyttes, maatte begge disse Størrelser være større ·end.
Mb ... 562500 kgmm. Den sidste af dem er imidlertid
mindr,e, og man maa derfor forsøge, om <;let følgende Nr.,.
nemlig 14/14 , er stærkt nok.

Anvendes dette, hvis Inertimoment er _6600000' og:
hvis Areal er 3990 mm2, medens Afstanden til de stærkest
strakte Fibre er 102 mm, vil man af Ligning (45), ved at
løse den .med Hensyn til ks , kunne finde·' den Paavirkning,
som-de stærkest strakte Fibre faa.Den bliver 7'09 kg/mm2~

medens ·de stærkest sammentrykkede Fibre, idet JJt er
38 mm, ville faa en Paavirkning af kun 4'84 kgjmm2 ._

Denne jærnbjælke eraltsaa tilstrækkelig stærk, men da.
Paavirkningerne ere langt mindre end den tilladelige Paa'"
virkning af9 kgjmm2, kunde der være god Anledning til
slet ikke at benytte en jærnbjælke af T-Form, men der
imod f. Eks. to -indbyrdes forbundne Vinkeljærn.
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Virker der paa et Tværsnit Vridning i Forbindelse med"
en eller flere af de andre Paavirkninger, kan man om
forme Vridningsmomentet til et ideelt Bøjningsmoment og:
derefter benytte det foran udviklede.

III. Stenkonstruktioner.

Stenkonstruktioner henhøre under de saakaldte løse
Systemer, fO'rdi deres enkelte Dele tænkes liggende løse
paa hverandre uden Forbindelse. De forekommer dels
som Hvælvinger, dels som- Mure. I Bygningskonstruk
~tionslæren ere disse Konstruktioner nærlTIere omtalte, og
man skal derfor her kun give en Fremstilling af, hvor;.
ledes TværsHitsdimensionerne af en foreliggende Stenkon-
struktionkan bestemmes under Forudsætning af, at den.

l
skal være i Stand til at modstaa givne ydre Paavirkninger.
'Fremgangsmaaden vil, hvad enten der er Tale om en,
/

Hvælving eller en Mur, i alt væsentligt være den samme,.
da en Mur kan betragtes som en Del af en Hvælving,
hvis Radius er uendelig stor. Naar man derfor under den.
mere almindelige Udvikling taler om Hvælvinger, tænkes
Mure medindbefattede herunder; hvad der specielt ·.er at
sige om Mure, vil nærmere fremgaa af Eksemplerne i det

følgende.
De Belastninger, som virke paa saadanne Konstruk-··

tioner, bestaa ligesom ved Tagværker og Broer dels i en
stadig og dels i en tilfældig Belastning. Den' førstnævnte,.
der ~r Murværk, jord o. 1., skyldes dels Konstruktionens
Egenvægt, dels Materialer, SOITI trykke paa' den. Den- til-o.
freldige Belastning ·er Jorskellig efter Konstruktionens An-·
vendeise, ogkansaaledesvære en Menneskemængde, al ..
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"'mindelige \1ogne, Jærnbanevogne m. m. Ofte tænker lilan
sig 'densaullede Belastning omsat i Murværk, da dette i
.mange .Tilfælde vil lette Beregningerne. Da de enkelte
Dele af Stenkonstruktionerne i Almindelighed f()rudsættes
.at ligge løse paa hverandre, tør man ikke udsætte nogen
Del af dem for Træk, men alene for Tryk. En Undtagelse
~!Jeri gør man dog undertiden, naar Cenlentmørtel anvendes
som Bindemiddel, da dette. Materiale kan taale en ringe
Paavirkning t~l Strækning.

Da den lige cylindriske Tøndehvælving er den simpleste
.af de eksisterende Hvælvingsarter, skal den lægges til
Grurid for den følgende Udvikling. En saadan Tøn.de
l1vælving finder sin Un.derstøtning i Vederlagene, og den
er begrænset af en ydre og en .indre Hvælvflade. Lægges
,et Plan igennem Hvælvingen. vinkelret paa~ dennes Akse,
ville Hvælvfladerne skæres i de saakaldte Hvælvlinier og
'Vederlagene i Fødselslinierne. Hvælvingen vil være til-
strækkelig. stærk, naar Paavirkningen paa en hvilken som
helst Liggeflade har en saadan Størrelse, Retning og Be
.liggenhed, at der

1) ingen Knusniltg af Materialet finder Sted) hverken
'ved de1'zilldre eller de~l )Idre Hvælvka1'1t (de Linier, hvori
'Liggefladen skærer Hvælvfladerne),

2) i/~ke fi1tder Plogen Glidning' Steri) hverken indad eller
uda{i,

I 3) ikke finder Væltni~lgSteri, hverken indefter on1 den
:indre Hvælvl?a~lt elle1~ udefter om den ydre.

Ved Undersøgelse af Hvælvinger (Mure) betragtes altid
, ·et Stykke af denl, SOln afskæres imellem to Planer, .der i

en Afstand af 1 Meter .fra hinanden lægges vinkelret paa
Hvælvingens Akse.

. Alle de Tryk, SOUl hidrørende. fra den
.konlme til at.virke paaiHvælvingens Liggeflader, ville ind-
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gaa i den saakaldte Middeltryklinie, der aJlerede .. kortelig
er omtalt Side 59-60. Den er som nævnt en. S tang
polygon, konstrueret foren· af Kraftpolygdnens Vinkel
spidser som. Pol; det i enhver af dens Sider virkende Tryk
vil være Resultanten af 'alle de Kræfter, som virke til den

· ene Side af vedkommende Stangpolygonside. Imidlertid
vil man eftersom Udgangspunkternefor .. l\1iddeltryklinien, . .'

ved. Toppen og ved Vederlaget vælges paa forskelh.ge

.Steder faa Middeltryklinier, som baade i Form og Belig
genheJ blive forskellige. Kan man i en Hvælving ind
lægge flere Middeltryklinier, hvis enkelte Kræfter all~ op
fylde de foran nævnte tre Betingelser, har '. HvælVIngen
overflødig Styrke ogaltsaa ogsaa overflødig .Materiale.
Naa~ der i Hvælvingen kun indgaar det absolut nødven
dige Materiale, kander i Hvælvingstværsnittet kun !nd
lægges een Middeltryklinie, som opfylder de tre .angIvne
Beti~gelser, 9g denne Middeltryklinie vil da in.deholde
Tyngdepunkterne i alle Liggeflader. Et saa gunstIgt For
hold vil kun indtræde, naar Hvælvingen formes efter
Middeltryklinien. Dette gør man dog saa at sige aldrig .• i
Praksis men lnan gaarud fra en bestemt Hvælvingsform,
00- Mid~eltryklinien vil saa nogle Steder nærme sig til den
i:dre og andre Steder til den ydre Hvælvlinie. Man, ind
skrænker sig da til .at finde en Middeltryklinie; som lIgger
saaledes, at der i en enkelt· eller i et Par Liggeflader netop
vil være tilstrækkeligt Materiale til Stede til at l1lodstaa
Paavirkningerne, medens der i de øvrige Liggeflader fin'des
overflødigt ~Materiale. Fremgangsmaaden ved Bestemmel
sen af Hvælvinger vil derfor blive den, at nlan. vælger en
Hvælvino-sform samt fastslaar Hvælvingens Tykkelse paa
de forsk:llige Steder og derefter undersøger, om Hvælvin
gen kan modstaa Paavirkningerne. Viser den sig enten
for svag . eller for ..stærk, .' maa dens Tykkelse forandres og
Undersøgelsen gentages. Forinden dette. imidlertid oplyses
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(49)

som angiver Paavirkningen i de stærkest sammentrykkede
Arealelementer, til

_ P +P. th. ih_2P
l - bh i;7ihf3 - b/t'

~: netop dobbelt saa stor, som den vilde blive,
naar P angreb i,Tyngdepunktet. Selvom Materialet
ikke tør forudsættes at kunne taale Træk, ..tillader lnan
dog, at Trykket virker nær~ere ved en Hvælvkant end t
af Hv~lvingens Tykkelse" naar blot ikke den tilladelige
Paavirkning pr. Arealenhed til Sammentrykn.~ng overskrides,
idet man i saa Fald forudsætter, at de yderste Fibre paa
den modsatte Side ikke yde nogen Modstand.

Paa' Fig. 135a og b er P vist angribende i et Punkt e,
der .. ligger i en '. Af~tand .c< ~. h fra den ene Kant. For
holdet vil da være det samme, som om Rektanglet ,af

blive de yderst til venstre liggende Fibre upaa~irkede.

Anvendes dette paa en Liggeflade, hvis Figur er et
Rektangel, se Fig. 134 a og b, faar ,man ifølge (49)

P Pa .lh
~ ° hvoraf a === -61 h.-bl - J_.b liL=== ,

1'1 12 il

Trykket maa altsaa ikke komme den indre eller ydre
Hvælvkant nærmere end t af Hvælvingens Tykkelse, hvis
Strækning af Materialet skal undgaas.

I dette Tilfælde, altsaa naar a === i- h, bliver Størrelsen

p Pay
A+·-Y-'

medens de første ville paavirkes til Strækning eller til
Samnlentrykning, eftersom

P Pa V' <
A-J>O.
P P a~)!' ,
----===0
A J 'Er

yderst til højre

·De sidste'blive altid paavirkede til Sammen'trykningt

nærmere, skulle de foran nævnte tre Betingelser omtales,
noget mere indgaaende.

Betingelse 1. Der I1'Zaa 'ingen Knusning af Materialet
finde Sted.

Fig 133a og b forestille henholdsvis lodret og vandret
Billede af et Snit i en Stenkonstruktion. Snittets 'fyngde- ~

punkt er betegnet ved T, og det Punkt, i, hvilket den ydre
Kraft P angriber, ved B. Fremdeles betegnes Afstanden
B T ved a, Snittets Areal ved A og dets Inertimoment
med Hensyn til Aksen X X, der "er lagt gennem Tyngde...
punktet' vinkelret paa B T, ved J, medens Afstandenrnel..·
lem X X 'og de yderste Arealelementer til højre og ven~tre

kaldes henholdsvis y og y'. I Punktet T kan man, uden
at dette vil faa nogen Indflydelse paa Ligevægten, ~tilføje

to Kræfter af Størrelse P,den ene virkende lodret' opad f

den anden lodret nedad. Den første af disse vil i For-·
bindelse med P, som virker i B, danne et Kraftpar med
Moment P a,og den ydre Krafts Virkning p~aa Snittet be-·
staar altsaa i et Moment P a og en enkelt Kraft P vir...·
kende i TyAgdepunktet. Denne sidste vil fordele sig jævnt
over hele Arealet,' saaat der altsaa paa hver Arealenhed.

kommer et Tryk ~. Momentet P a vil ifølge Afsnittet om

Bøjning bevirke, at de yderste Arealelementer til

ville faa et Tryk, som er ~j.J', og de yderste Elementer

! Pay'
til venstre et Træk af Størrelsen :J_.-.

Den samlede, Virkning vil saaledes paa de yderste
. p Pay'

Arealelementer til venstre blIve A --- """'j"'-, og. paa de
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Bredde b kun havde en Højde 3 c, idet den Del af dets
Areal, som ligger til venstre for den punkterede Linier
vil blive uvirksomt. Paa de stærkest· paavirkede Elementer

2P
vil der saaledes komme et Tryk 3 b c·

Ifølge det foregaaende maa man altsaa til Bestemmelse
af Paavirkningen t pr. Arealenhed af de stærkest sammen
trykkede Partikler, naar P angribe'r i Afstanden -t h fra

en af Hvælvkanterne, benytte
2P

t - bh. (50)

Er Afstanden fra P's Angrebspunkt til Hvælvkanterne

>t h, lnaa Inan benytte

t = ~+ P;Y = :: (1 4- 6ha). (pi)

Et specielt tilfælde heraf er det, hvor 'P's Angrebs
punkt falder i Arealets Tyngdepunkt T. I saa Fald er

p
t == bh: (52)\

Er Afstanden _fra P's Angrebspunkt til en af Hvælv

kanterne < ih, benyttes Formlen
2P

t - -S-b c . (53)

Værdien for t lnaa i .intet Tilfælde overskride Vær
dien .for den tilladelige Paavirkning k, for vedkommende

Materiale.
Betingelse 2. Der ntaa ikl?e jil1de nogen Glidning

Sted.
A B paa Fig. 136 forestiller en plan Flade af et

Legeme, paa hvilken der ligger et andet .Legeme L~

Genneln dettes Tyngdepunkt antages der at virke en
Kraft P ind imod Planet, saalecles at Kraften danner en
Vinkel v med .. den vinkelrette paa· Planet. Opløser,m;an
nu P efter to Linier gennem Tyngdepunktet, den .ene
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parallel med AB, den anden vinkelret derpaa,vil den
første, hvis Størrelse er P sin v, søge at bevæge L .henåd
AB, medens derimod den lodrette Komposant . P cosv~

vil trykke L ind imod AB og derved mellem de hinanden.
berørende Flader frembringe en Gnidningsmodstand (Frik-·
tionsmodstand), der vilnlodvirke L's Bevægelsehenad AB. '

Størrelsen af denne Gnidningsmodstand er, som be-,
kendt fra 'Fysikken, proportional Ined det paade· be
rørende Flader vinkelrette Tryk, idet den er 'Produktet aF
dette Tryk og deri saakaldte Gnidningskoefficient (Frik
tionskoefficient) j, hvis Størrelse afhænger af de Materialer,
hvoraf de to Legemer bestaa, og af de ·berørende· Fladers,.
Beskaffenhed. Gnidningsmodstal}den ~l alt~åa i det paa
Fig. 136 viste l'ilfælde være i. p cos v. Naar j. p cosv~

'> P sin v eller, hvad der er d'et samme, naar j,>. tg v,
vil det ene Legeme ikke glide paa det andet, men er'
i .P cos v < P sin v eller i <tg v, vil Glidning finde Sted.,

Den mindste Vinkel, som P kan dann'e med Perpen
dikulæren, naar· Glidning skal kunne finde Sted, vil altsaa"
naar ,denne Værdi af v· betegnes ved g, være bestenlt ved l

i p cos g == P sin g~ hvoraf j - 'tg g.
g kaldes Gnidningsvinklen. Det er netop den Vinkel,

som den plane Overflade af et Legeme, bestaaende af
det ene Materiale, vil danne nled det vandrette Plan i
det Øjeblik, da et paa det liggende Legeme, dannet af
det andet Materiale, vil begynde at glide nedad Fladen.
Glianingen vil altsaa kun 'finde· Sted, naar v

,Alle de Linier, som gennem Kraftens Angrebspunkt
kunne anbringes' saaledes, at de danne Vinklen g med
den vinkelrette 'paa de berørende Flader, ville være Frem-,
bringere i,' den saakaldteGnidnirigskegleflade (Friktions-
kegleflade).

Gnidningskoefficienteri. .f vil ved allnindelig Murværk
med Kalkmørtel ligge mellem 0, 6 og O', 7 5 ~hvortil svarer'·
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.g === 310 a 37°. Ved ganske frisk Mørtel .kanVærdien
for f synke ned tilO, 51 ~ i hvilket Tilfælde g == ca. 27°.
En Undersøgelse om, hvorvidt Betingelse 2 er opfyldt,
~bør altid finde Sted, med mindre Murværket~ som f. Eks.
Beton danner en~ aldeles fast Masse.

Betingelse 3. Der l1zaa ikke finde Væltning Sted 0111

nogen Hvælvkatlt. >

Saalænge Trykkets Angrebspunkt paa Liggefladen falder
indenfor dennes Omkreds og samtidig B.etingelse 1 er op
fyldt, vil der aldrig være Fare for Væltning.

Hvad Hvælvingsformen angaar, afhænger denne
ofte af særlige Førhold. Er dette ikke Tilfældet, skal
man ~ed Herisvn til Valget af en heldig F orm bemærke
'følgende: Er 0.1 Belastningen foroven begrænset af et
'T '1 '1 fvandret Plan, hvis Højde over oppen er 3" a "6 a \

'Vidden af den Aabning, som skal averhvælves, vil en flad
Cirkelbue med Radius fra 3 til 5 Gange Belastningshøjden
over Toppu~ktet være passende. Skal Hvælvingen ikke
bære andet end sig selv, vil en Cirkelbue med idet

. mindste -i af Spændvidden til Radius give en '.heldigHvæl
vingsfor'm. Medens .Valget af disse Hvælvingsformer under
,de nævnte Belastningsforudsætninger saaledes vil medføre,
,at der kommer til at indgaa det mindst mulige Materiale
i Hvælvingen, ville de være mindre heldige for I-Ivæl
vingens Piller, so'm blive udsatte for store Sidetryk, der
,oven i Købet danne smaa. Vinkler med den vandrette
Linie. For Pillernes Vedkommende er blandt Cirkelbuer,
foru.den Spidsbuen, Halvcirklen den heldigste, men den
sidste vil, iIaar Belastningen foroven er vandret begrænset,
være lnindre gunstig for Hvælvingens Tykkelse, og dertil
,kommer, at den ofte vil fordre en større Højde, end der
kan skaffes til Veje. Hvor det. er nødvendigt at, bellytte
·en Bue med lille Pil, anvendes derfor jævnlig med Held
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den saakaldte Kurvehanksbue, som bestaar af flere
Cirkelbuer med forskellige Centrer og som for Pillernes
Vedkommende er gunstigere end den flade Cirkelbue.

Naar. saavel Hvælvingen som dens Belastning ere
symme.tnske med Hensyn til et lodret Plan gennem
HvælVIngens Akse, ville de to Halvdele, hvori dette lod
rette. Plan deler Hvælvingen, udøve lige store vandrette
Tryk imod hinanden i Toppen,. og man kan derfor i saa
Fald ved Bestemmelsen af Hvælvingstykkelserne nøjes med
at betragte den ene Halvdel af Hvælvingen. Paa denne
vil der altsaa i Toppen virke en Modstand, hvis Retning
man kender, men hvis Størrelse og Angrebspunkt ete
ubekendte. Til at forhindre Hvælvingshalvdelen i at
falde, vil der desuden virke en Modstand' i Vederlaget,
'~en saavel dennes Angrebspunkt som Størrelse og Ret
~mg ere ogsaa ubekendte. Middeltrykliniens Form og Be~

11ggenhed er saaledes ganske ubestemt. Den vil afhaenge
dels af Valget af Angrebspunkterne i Toppen og i Fød
selslinien dels af Hvælvingens Form og Belastningsforhold.
~om en ~ere almindelig Regel, hvorfra der dog jævnlig
fInder .AfvIgelser Sted, kan man angive, at Middeltryklinien
ved CIrkelbuer, naar Belastningen er begrænset foroven
af et vandret Plan, falder nærmest ydre Hvælvlinie ved
Toppen og Fødselslinierne, derimod nærmest den indre
Hvælvlinie noget fra Fødselslinierne. Spidsbuer have som
oftest Middeltryklinien nærmest indre Hvælvlinie ved
Toppen og. Fødselslinierne, men nærmest ydre Hvælvlinie
noget fra Toppen. Da Opgaven er saa yderst ubestemt
vil d.et al~id være nødvendigt at foretage en foreløbigBe~
regllln~ tIl Bestemmelse af Hvælvingens Tykkelsepaa de
forskellIge Steder. Selvom de Tykkelser, man saaledes
finder, ikke v~delllnere nøjagtig Undersøgelse vise sig

12
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ganske rigtige, -vil man dog meget sna.rt, ved at ændre
lidt paa dem, komme til et tilfredsstillende Resultat.

Ekspl. 102. Paa Fig. 137 a og b er der vist en saadan
foreløbig Bestemmelse og paa Fig. 138a og b den dertil
hørende endelige Undersøgelse' af en cylindrisk Tønde
hvælving, hvis 'indre Hvælvflade til 'Ledelinie 'har. en' Cir

kelbue med Korde 7'5 m og Pil 1'25 m.Saavel Hvælvingen
som dens Belastning antages at være Murværk;, der Jor
oven ,er begrænset af et vandret Plan i 'Afstanden l m fra

den indre Hv~lvlinies Top.
PaaFigur 137a er den indre Hvælvlinie delt i, seks lige-

store Dele. Antallet af disse Dele er vilkaarligt, men
B~stemmelsen vil selvfølgelig blive destonøjagtigere, jo
flere Dele ,Hvælvlinien deles i. Arealet a b c d, der, som
proportionalt med hele Belastningen, kan træde i Stedet
for denne ved den' grafiske Konstruktion,' er dernæst ved
lodrette Linier delt i seks Dele, som tilnærmelsesvis ere

Trapezer.

a b ef == 1'1320 m 2
== P 1 ,

f egh - 1,OS50 m2 == P 2 ,

hgi k =-- 0'9070 m 2
== Ps,

k i l m == 0'7980 m2 == P 4 ,

mIna ==0'7200 m 2
- P 5 ,

o nc d - 0'6900 m 2 == P 6 ,

altsaa er a b c d ' 5'2820

\
Efterat disse Trapezers Tyngdepunkter ere bestemte

~d grafisk Vej, tænker man sig deres Arealer, som ere
betegnede ved Pi' P2 , Ps . . ., virkende i Tyngde~'
p'unkterne som K'ræfter lodret nedad. Beliggenheden' ,år

d.eres Resultant er bestemtpaa sædvanlig 'Maade ved' paa'
Figur 137b at afsætte Kræfterne ved Siden af hverandre i en
lodret Linie, vælge en vilkaarlig PolO', fra denne trække
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Straaler til Kraftpplygonens Viukelspidser og ved endelig
paa Fig. 137a at danne den til disse Straaler svarende
Stangpolygon I' II' III' .. . VI' VIII. Resultantlinien R og
Modstandslinierne ved Toppen og ved Fødselslinien skulle
skære hverandre i eet Punkt, for at der kan-være Lige
vægt mellem de ydre Kræfter. Man vælger da først efter
bedste Skøn et vilkaarligt Punkt A i Toppen til Angrebspunkt
for den vandrette Modstandslinie, forlænger denne, som er
betegnet ved P7' til Skæring med R i Punktet B. og'træk.
ker endelig gennem. B og 'et ligeledespaa Skøn tæt ·ved
Fødselslinien valgt Punkt C den· anden' Modst~ndslinie~.Ps~
~kulde man komme til at vælge de omtalte Endepunkter
for Middeltryklinien noget ,uheldigt, saaledes at denne
f., Eks. for en Del faldt udenfor den indreHvælvlinie,gør
dette ikke noget, da det her væsentligst kommer '·an paa at
faa et Skøn over Middeltrykliniens o.mtrentlige Form samt
en tilnærmelsesvis Bestemmelse '"af Modstandene i Topp.en
og Vederlaget. Størrelsen af disse to ModstandeP7 og
Ps ere fundne paaFigur .137b ved Linier fra Endepunk
terne af R parallele med Modstandslinierne •P7 og· Ps paa
Fig. 137a. Vælger. man nuVinkelspidsen O i den·paa
Fig. 137b af P u P 2 , P 3 , P 4 , P5 , P 6 , P 7 og, Ps dannede
Kraftpolygon til Pol, og, trækkes der Straaler herfra til
Polygonens Vinkelspidser, ser man, at Kraften P iS er
Resultant af P6 og P7 ,P12 Resultant af, P5' P6 og P7

o. s. v.; den ved Linier, parallele med disse Polstraaler
dannedeStangpolygon vil altsaa blive en Middeltry,klinie,
hvisVinkelspidser ereangivnepaa.Fig.137a ved I) II, III

o~, s. v. Da den, her .fundne Middeltryklinie næsten bar
ganske samme Form som den indre Hvælvlinie, kan •man
j 'dette Tilfælde gaa ud fra, at Angrebspunkterne forP7
ogP8 passende kunne .:vælges miclt imellem den indre og
ydre Hvælvlinie. Betragter man nu et Stykke af Hvælvingen
og :dens Belastning', som 1m" langt i Retning vinke11

12*
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ret paa Tegneplanet, vil der, idet P 7 = 7'74 m2, iA
virke et Tryk T7 = 7'74 . 1600 === 12400 kg, naar 1 m3

Murværk antages at veje 1600 kg.
Det er ikke ganske rigtigt, naar man til Bestemmelse

af Trykkene paa de enkelte Liggeflader benytter P7' Ps,
P9 o. s. v. i Stedet for disses Komposanter vinkelret paa
Liggefladen, men da Kræfternes Retninger gerne kun

• afvige meget lidt fra de vinkelrette, ser man i Alminde
lighed bort fra denne Unøjagtighed og bruger Kræf
terne selv, "da det simplificerer Fremgangsmaaden en hel
Del, og man tilmed derved bestandig holder sig paa· den
sikre Side.

Ved Benyttelse af (52) findes Hvælvingens Tykkelse

- T d H· l f L·· 12400 ° ·d M .loppen ve Jæ p a 19n1ngenl000 . h === '06' l et ur-

værket forudsættes at kunne taale et Tryk af 0'06 kgjmm2.
h bliver derved lig med ca. 200 mm. Da Ps 9'3 m2,
bliver Trykket Ts ved Fødselslinien

T8 == 9, 3 . 1600 - ca. 14900 kg,

og Hvælvingens Tykkelse her

hl = 14900 = ca. 250 mm.
0'06 · 1000

Man vil altsaa passende kunne gøre Hvælvingen 230
mm eller 1 Sten tyk ved Toppen og 350 mm eller 1t
Sten ved \7ederlaget.

Paa Fig. 138a er Hvælvingen vist med disse Tykkelser.
Den ydre Hvælvlinie, der er punkteret, er en Cirkelbue
med. vandret Tangent i T oppen. Ved den endelige
Undersøgelse" hvor hele Belastningen er repræsenteret ved
Arealet af Figuren a b ef i k n q v I, er den indre Hv~lv

linie ligeledes delt i seks ligestore .. Dele, .men gennem
D'elingspunkterne er d~r her trukket Radier, indtil de skære
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den ydre Hvælvlinie, og gennem deres Skæringspunkter
med den er der tegnet lodrette Linier. Hele Arealet deles
derved i tolv Firkanter, hvoraf de seks kunne betragtes
som Trapezer.

Disse Firkanters Arealer ere:

abed === 1'0620 m2 ; hife === 0'2315 m 2; abe/cd -1'9235 m 2 P1'
degh===0'8925 m2

; cjig -0'2135 m2 ; defigh 1'1060 m2 P2,
hglm=== O'7450 m2 ; gikl - 0'1960 m2; hgz·klm === O,9410m2P3,
inlop - 0'6225 m

2; lkno - 0'1870 m2; mlknop === 0'8095 m2- P
4

,

por~ - 0'5440 m2 ; onqr 0'1780 m2; ponqrs 0'7220 m2 •• P 5,

srut = 0'4940 m2 ; rqvu = 0J1690 m2; srqvut === 0'6630 m2 ==: P6-

Pl+P2+P3+P4+P5+P6===abefiknq·vt ·5'5335m2 'R.

Efterat først Tyngdepunkterne for de tolv Figurer ere
bestemte, finder mani let det fælles Tyngdepunkt for abed

og be/e, for degh og cjig o. s. v., da Afstandene mellem
Tyngdepunkterne kunne maales paa Tegningen og Figu
rernes Arealer i Forvejen ere bestemte.

GenlJenl disse sidst fundne seks Tyngdepunkter tegnes
derefter Kraftlinierne for Kræfterne P 1 , P 2J . . . P

6
, og

nu bestemmer man paa Fig. 138b Beliggenheden af deres
Resultant R ved Hjælp af Kraftpolygonen P1 , P

2
, •..• P

6
,

samt ved Straalerne fra den vilkaarligtvalgte PolO' og den
hertil svarende Stangpolygon l' IIi . .. VII'. Gennem A
(Fig. 138a) 115 mm fra v er Kraftlinien for P 7 tegnet, og gennem
Skæringspunktet B mellem den og R er Ps trukket. hen
til Punkt e, som ligger 175 mm fra e. Paa Fig 138b er
endelig Størrelsen af P7 og Ps samt af de øvrige i Middel..
tryklinien 1 lIllI IV V VI B virkende Kræfter fundne.

P 7 ===6'92 m2, altsaa T7 === 6'92 . 1600 === ca. 11500 kg.

Paavirkningen ,ved Toppen bliver derved til

t - 10665.0~30 = 0'05 kg/mm2
•
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Ps .. 4'8'9 m2 , altsaa Ts :- 8'9 . 1600 - ca. 14240 kg.

Ved Vederlaget bliver Paavirkningen derefter

14240 2
t === 1000.350 -== C(i.0'041 kg/mm.

Anstiller man en. lignende Undersøgelse for de øvrige
Tværsnits Vedkommende, vil deJ vise sig nødvendigt at
give Hvælvingen en Tykkelse af t~ Sten indtil Snit o n

og først derfra .. til Toppen gøre den 1 Sten tyk. I Facade
skifterne vil man selvfølgelig gøre Hvælvingen overalt
ti Sten. Man har nu set, at Hvælvingen opfylder den
første Betingelse, idet der intetsteds er Fare for Knusning,
og der vil som' Følge heraf 'og af Middeltrykliniens Be
lig~genhed heller ikke· være Fare for Væltning.

Undersøger man Hvælvingen for Glidnings Vedkom
mende i de syv Snit, vil man se, at Vinklerne, SOlli· de
enkelte Kræfter danne med en paa vedkommende Snit
vinkelret Linie, alle ville være mindre end Friktionsvinklen.

EkspL 103. Paa Fig. 139a og b er der .vist, hvorledes
man kan bestemme en af de ,Piller, som. bære den i Fig.
138 behandlede Hvælving. Trykket Pl. er . her af samme
Størrelse og Retning som Ps paa Fig. 138b, men Kraft
polygonen paa Fig. 139b er for Pladsens Skyld kun tegnet
i den halve. Størrelse. Pillens Murværk tænkes ført
op til samme Højde som Murværket over Hvælvingen.
Mur:ens Højde indtil Vederlaget er 3'25 ID og til dens øverste
Flade altsaa 5'50 ID. Man .maa her prøve sig fren1, indtil
man finder en passende Murtykkelse. En Mur som den paa
Fig. 139a viste, hvor Tykkelsen i Grundfladen er 2'63 ID,

vil opfylde de tre Betingelser. Efterat have udregnet,· at

•
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abcd 4'77·0··· m2 ...:..- R2 , dC-fe, - ° .m2 - D".!t. - '750 - .L3.

e-fuh === 1'710 m 2 === P4" hukz" - 1 m2 - D'.Ib' j o - '710 - .L5,

iklm ... 1'710 m2 === P6 , mlon- == 1'710 m 2 P 7 ,

nopq === 1'710 m 2 === Ps,

har man ved Hjælp af disse Kræfter og PI' som er lig
med 8'9 m2

, paa Fig. 139b tegnet den af Kræfterne dan
nede Kraftpolygon.

O er valgt til Pol og den dertil svarende Middeltryk
linie bestemt. De fleste af dennes Sider ville imidlertid
gaa gennem eet Punkt, eftersom de fleste af -Kraftlinierne,
nemlig P 4 , P 5 , • • • Ps falde i samme Linie. De Punkter,
i hvilke Middeltrykliniens Sider P 14, P 13, P12 o. s. v.
træffe de Fuger, paa hvilke de virke, ere bestemte ved
Forlængelse af de respektive Kraftlinier til den ene eller
den anden Side· og ere derefter forbundne ved en krum
Linie, der kaldes· Støttelinien. Ved Betragtning af
Figuren vil man indse, at der vil være størst Fare for
Knusning ved Grundfladen, da den virkende Kraft her er
størst samtidig med, at dens Angrebspunkt faldernrermest
Kanten. For Knusnings Vedkommende behøver . man
altsaa kun at anstille en Undersøgelse her. Den lodrette
Komposant af P 9 er 19'5 m2, hvorved Trykket T

9
, naar

man betragter et Stykke af Pillen, der er 1 m langt og
opmuret af almindelige brændte Sten, vil blive

T9 19'5 . 1600 === 31200 kg.

T9 angriber i. en Afstand fra den ene Kant som er. ,
mindre end t af Murens Tykkelse, hvorfor Formel (53)
maa benyttes til Bestemmelse af Paavirkningen pr. mm2.

Denne vil blive

t = 2. 31200 _ 2
3 .1000 . 400 -- 0'052 kg/mm.

Da der saaledes ikke er Fare for Knusning, og· Støtte
linien falder indenfor Murens Begrænsning, er der heller
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ikke Fare for Væltning. For Glidnings Vedkommende vil
der være størst Fare i Fugen ej, fordi den derpaa vir
kende Kraft Pi4 danner en større Vinkel med Perpendi
kulæren end nogen af de andre Kræfter. Da Vinklen
imidlertid er ca. 33 o og saaledes er beliggende indenfor
de .foran angivne Grænseværdier, tør man forudsætte} at
Glidning ikke vil finde Sted, naar blot Mørtelen ikke er"
ganske frisk.

Den foreliggende Hvælvingspille er meget svær,.
hvilket ligger i, at Trykket P1 danner en temmelig stor
Vinkel med den lodrette Linie. Jo fladere Cirkelbuen
bliver, desto større bliver Sidetrykket paa Pillen, og desto
sværere maa den gøres, da det, for at undgaa Glidning
i ,det Vederlaget nærmeste Skifte, vil være nødvendigt at
skaffe et stort Tryk til Veje oven over dette Skifte. Man
vilde straks kunne faa et omtrentligt Skøn over Pillens.
Tykkelse, na.ar man (se Fig. 139b) fra O trak P14 saaledes,
at. den med den lodrette Linie dannede en Vinkelligestor
med Gnidningsvinklen. Derved bestemmes P 2 + Ps, og
da Højden a e er bekendt, finder man let Afstanden a b.
En anden og lettere Maade at undgaa Faren for Glidning
paa er den, at man gør de nærmest Vederlaget liggende
Skifter hældende.

Eksp1. 104. Figurerne 140 a og b og 141a og b vise hen
holdsvis foreløbig og endelig Bestemmelse af en cylindrisk
Hvælving, hvor Ledelinien for den 'indr~ Hvælvflade er
ep Halvcirkel med Dianleter 5 m. Hvælvingen tænkes.
belastet med Murværk indtil en Højde af 1'25 ID over den
indre Hvælvlinies Top. Da Fremgangsmaaden her er fuld
stændig analog med den paa Fig. 137a og b og 1H8a og b an..
vendte, skal der kun gives en ganske kort Forkl~ring. Af
den paa Fig. 140a fundne Middeltryklinie fremgaar det, .. at
det farligste Sted vil være omtrent ved f Her virker der
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et Tryk, som er repræsenteret ved P1l === 3'7 m 2, og Tryk-
ket T11 bliver altsaa

T11 === 3'7 . 1600 === 5920 kg.

Ønsker man, at Middeltryklinien paa dette Sted skal
falde i en Afstand fra den indre Hvælvlinie af t af den
Tykkelse, som Hvælvingen vil faa her, og kaldes denne'
Tykkelse- h, vil man ifølge Ligning (50) have

2 . 5920
0'06 1000 h ,hvorafh= ca. 200 mm, altsaat h ca. 70 mm.

Da denne Afstand paa Tegningen ·er ca. 90 mm, vil
Middeltryklinien kunne rykke lidt nærmere til den indre
Hvælvlinie, hvilket vilde kunne. opnaas ved at lade Ps og
Pli angribe noget nærmere ved den. Paa Fig. 140 a an
griber Ps i enAf~tand af 550 mm fra den indre Hvælv
Iinie, og man kunde saaledes passende i Stedet for. lade
den træffe 474 mm derfra. Naar dens Angrebspunkt forud ..
sættes at falde i en Afstand af t af Hvælvingens Tykkelse
fra den ydre Hvælvkant, vil Hvælvingstykkelsen ved Veder.,.
laget blive 710 mm eller 3 Sten. Ved Toppen ligger An
grebspunktet kun 230 mm fra den indre Hvælvlinie, og
her tør man næppe gaa nærmere. Gøres Hvælvingen her
11 Sten eller 350 mm tyk, vil Trykket netop falde i t af
Hvælvingstykkelsen fra den ydre Hvælvkant. De fundne
Hvælvingstykkelser af 710 mm ved Vederlaget og 350mm
ved l'oppen tilligemed den angivne Beliggenhed af An
grebspu,?-kterne for de paa disse Steder virkende Kræfter
ere. derefter lagte til Grund for den paaFig. 141 a ogb

foretagne Undersøgelse.
Det lodrette Tryk paa Vederlaget vil her, hvor l~s' s

lodrette Komposant er 7 m 2, blive

Ts - 7 . 1600 11200 kg.

t - 2. 11200 - O kgjmm2•
----.. 1000. 710 - ca. 'os
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Ved Toppen er P7 = 2'55 m2, altsaa

T7 = 2'55 . 1600 === 4080 kg.

Ifølge (hO) vil t- 2 .. 4080 - 'O k;'" 2
v - 1000 . 350 - ca. '023 g mm .

Midt imellem m n og h i vil Trykket komm~ nærmest
ved den indre Hvælvlinie, nemlig i en Afstand derfra af
105 mm. Den derpaavirkende Kraft vil være cå. 4, 1 m 2,

(hvortil svarer

T == 4'1 . 1600 = 6560 kg,

altsaa ifølge (53) t = 1060'. 635~~05 = ca. 0'042 kg/mm2.

Hvælvingen bør saaledes ikke gøres svagere end vist
paa Fig. 141, hvor en passende Aftrapning i Hvælvings
tykkelserne tillige er angiven. For Væltning er der ingen
Fare, og 'for Glidnings Vedkommende vil Faren være størst
ved Vederlaget ae, hvor Ps's Vinkel med den paa Snittet
vinkelrette netop er lig med Friktionsvinklen. For de
andre Snits Vedkommende ville de der virkende Tryk
med de vinkelrette paa Snittene danne Vinkler, som ere
mindre end Friktionsvinklen.

Ide Hvælvinger, som hidindtil ere omtalte, var Reak
tionen i Toppen vandret, fordi Hvælvingerne forudsattes
åt være symetriske med Hensyn til et lodret Plan gen
nem rroppen og tillige symetrisk belastede. Er dette ikke
Tilfældet, kan man ikke forud vide, hvilken Retning
Tangenten til Middeltryklinieni Toppen vil faa, eller
med andre Ord, man kan ikke antage, at Reaktionen i
Toppen er vandret. I Stedet for at forudsætte, ,at denne
Reaktion er ·vandret, opstiller man da den Betingelse, at
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,Middeltryklinien skal gaa gennem tre Punkter, medens
man i de foregaaendeTilfælde forud kun valgte to Punkter
,som Udgangspunkter for den, men man maa nu undersøge
hele Hvælvingen under eet og kan ikke som forhen,nøjes
med kun at behandle den ene Halvdel af den. Som. det
.tredie Punkt vil det være det 'naturligste at vælge ,et Punkt

i det~ndet Vederlag, men af Hen:yn til Konstruktionen
~r det paa ingen Maade nødvendIgt at vælge det her.
,Det kan godt, ligesom de to andre Punkter, lægges ganske
vilkaarligt. Den Opgave at lægge en Middeltryklinie
gennem tre givne Punkter løses ved følge~de Sætning
om Stangpolygoner : Har man to Stangpolygoner til
samme System af paralleleKræfter, den ene med Siderne

.a b c o s v og den anden med Siderne a2 , b2 , c2l' Ul' • •

-o. s. v., da. ville Skæringspunkterne imellem al og a2 ,

hl og b2 , cl og c2 o. s. v. alle ligge i en re~ Linie, der
vil være parallel med den Linie, som forbinder. Polerne
for de to Stangpolygoner. Denne Sætning er allerede et
Sted i det foregaaende forudsat gældende, uagtet den
ikke er nævnt med Ord, idet Linien AN paa Fig. 52a .i
Ekspl. 32 i Beviset er forudsat parallel med Forbindelses
linien mellem de to Poler p ogQ paa Fig. 52 b •

Paa Fig. 142 a dannePa , P b, ••• Ph et givet Kraft~

system, og A, B og C betegne de tre Punkter, .hvori:
gennem Middeltryklinien skal lægges. Efteratman. ,paa
Fig. 142 b har dannet den til I(raftlinierne svarende Kraft ..

.polygon, har .man fra et vilkaarligt Punkt 01 som· Pol
tegnet Polstraalerne til Kraftpolygonens Vinkelspidser.
Parallele med disse Polstraaler tegnes dernæst Siderne al'
hil Cl O. s. v. af en gennem A gaaende Stangpolygon.
En Stangpolygon gennem A og B med Siderne a2,. b2 ,

c2 O. S. v. faar Skæringspunktet mellem al og a2. 1.iggende
i A, og" gennem dette Punktmaada den LInIe, .~om

indeholder Skæringspunkterne mellem de tilsvarende SIder
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i de to Stangpolygoner, gaa. Denne Linie AD's Retning
vælges vilkaarligt, og gennem 01 tegnes en Linie parallel
med den'; paa denne sidste Linie maada Polen 02 findes.
Punktet B ses paa Fig. 142 a at ligge saaledes, at d2 i den
søgte Stangpolygon vil gaa gennem det. Man forlænger
da blot Siden dl til Skæring med Linien A D, og Skærings
punktet ~ forbindes med B; E Ber da Stangpolygonsiden
d2 , og man tegner derefter paa -Fig. 142b den tild2
svarende Polstraale. Skæringspunktet 02 mellem denne
Polstraale og den gennem 01 med A D parallelt trukne
Linie vil saa, være Polen for Stangpolygonen med Siderne
a2' b2 , C2 o. s. v.

En Stangpolygon gennem A, B og C med Siderne
aB' bBt cB o. S. v. maa have Skæringspunktet mellem a2'

og aB liggende i A og Skæringspunktet mellem d2 og
dB i B. Linien A B maa altsaa indeholde alle Skærings~

punkterne mellem tilsvarende Sider i de to sidstnævnte
Stangpolygoner.Punktet C ligger saaledes, at Siden gg: .

vil komme til at gaa derigennem. Man forlænger derfor
Siden g2' indtil den skærer A B i F, og trækkeren ret
Linie fra F til C. Linien C F bliver da gB' Den med
gB parallele Polstraale tegnes, og Skæringspunktet mellem
dennePolstraale og en Linie, der gennem 02 er tegnet
parallel med A B, vil da være Polen Os for den søgte
Stangpolygon, hvis Sider ere aB' bs, Cs o. s. V., og som
vil gaa gennem de tre. givne Punkter A, B og C.

Polstraalerne gennem OB angive Størrelsen og Retnin~

gen af de i de tilsvarende Dele af Hvælvingen virkende
Tryk; Reaktionerne i Vederlagene angives ved første og
sidste Polstraale. Undersøgelsen angaaende .. de fornødne
Hvælvingstykkelser m. m. vil iøvrigt være ganske analog
med) .hvad der, er udviklet i det foregaaende.

Blandt de særlige Anvendelser, der gøres· af Mure;,
skal man omtale deres Benyttelse til at forhindre en Jord~
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masse i at skride ud og danne enSkraaning. Saadanne
Mure kaldes Beklædningsmure. De maa være saa
svære, at de kunne modstaa de Tryk, som den bagved
dem liggende Jordmasse udøver paa dem. Fremdeles maa
en saadan Mur hverken glide ved Grundfladen eller i
noget Skifte. Kender man Størrelsen af Jordtrykket samt
den Retning, hvorefter det virker, og det Punkt af Muren,
hvori Jordtrykket angriber, vil Fremgangsmaaden ved Be
stemmelsen af Murtykkelserne være ganske analog, med
den ved Hvælvingspiller omtalte.

Jordmassers Sidetr.yk.

Naar en Jordmasse ikke begrænses, vil den danne en
Skraaning, hvis Hældning mod det vandrette Plan er be
stemt ved Jordartens Gnidningsvinkel. Begrænses den
derimod af en Mur eller paa anden Maade, vil Jordmassen
have en Tilbøjelighed til at revne efter et Plan, det saa
kaldte Skilleplan, og det vil da være den mellem
Muren og Skilleplanet liggende Jorclmasse, som vil trykke
paa Muren. Er Jordens Overflade vandret i Højde med
Murens øverste Flade, kan dette Skilleplan, idet der ikke
tages Hensyn til den Gnidningsmodstand, som opstaar
mellem Muren og Jordpartiklerne, findes paa følgende
Maade (se Fig. 143): Betegner A B den ind mod Jord
massen vendende Murflade, tegner man først gennem B
en Linie B D, som med den vandrette Linie B C danner
Vinklen g, der er vedkommende Jordarts Gnidningsvinkel,
og derefter halverer man Vinklen AB D. Vinklens
Halveringslinie B E angiver da Skilleplanet, og det vil
altsaa være Jordpristnet med Grundflade AEB og Højde
1 ID, som· paa et t ID langt Stykke af Muren vil udøve
Tryk af Størrelse

T - t pa2 sin v, (54)
hvor p er Vægten af 1 m3 Jord, v . LA B C, Murfladens
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Vinkel med den vandrette Linie og a === A E. Trykket
T's Retning bliver vinkelret paa Murens Bagside, og dets
Angrebspunkt . falder i Afstanden t A B fra Punktet B.

Hviler der ovenpaa den i Højde med Murens øverste
Flade vandret planerede Jordmasse en Vægt q pr. Areal
enhed, konstrueres Skilleplanet . paa samme Maade som
ovenfor. Tænkes Vægten q erstattet ved en Jordmasse af
samme Art, som den bagved Muren liggende, 'og antages
denne Jordmasses Højde over A D at blive h (se Fig.'
144), vil Jordmassen udøve et Sidetryk vinkelret paa A B
af Størrelse

T lP (1 +;~) a2 sin v, (55)

paa enhver. af Murene blive det samme, som om den
anden Mur ikke fandtes. De'tte indses saaledes: A E be-·
tegner Skilleplanet for det Jordprisme med Grundflade
A B E, som vilde trykke paa A B, hvis C D ikke fandtes.
Ar dette Prisme vil, naar Muren. C D staar som paa
Figuren, et Prisme med Grundflade ·C E F bortskæres~

Et ligesaa' stort Jordprisme med Grundflade F C G 'vil
imidlertid trykke mod Muren C F, og dennemaa· herimod'
yde en ligesaa stor Reaktion, der vil forplante sig genliemc

Jordmassen og sammen med Prismet A F CB udøve et
Tryk paa A B af samme Størrelse som det Tryk, Prismet
AE B vilde udøve.

og dette Tryks Angrebsputikt vil ligge i en Afstand fra
B, sonl er bestemt ved

,Staa to Mure A B og eD (Fig. 145) tæt opad hin..
anden, og'fyldes der løs Jord imellem dem; vi(j6rdtrykket

Ekspl. 105. En Beklædningsmur er 1'25 m høj ,og h(ir
foroven en Bredde af O'32m.Den har paa Forfladen en
Hældning af T12" og paa Bagfladen af t. Muren skal' be
grænse en Jordmasse, som bestaar af rent fugtigt Sand.,
Ovenpaa denne Jorclmasse hviler der en tilfældig Belast-
ning af 1000 kg/m2 (Fig. 146 a og b).

Gnidningsvinklen for Sandet kan regnes til 32°. Skille
planet bliver E B! Sandets Vægt er 1600 kg/m3. Den,
tilf~ldige. Belastning vil altsaa svare til ~n Sandhøjde •af

0'625 m.A E, a- 0'8 m; v~ 101J40.

Man har først .behandlet Muren i d,ens fulde Højde..
Jordnlassen vil ifølge (55) udøve et Tryk vinkelret paa
A B af Størrelse .

T1 =! .1600. (1 +~) O'll sin 101'4° = ca. 1000 kg,.
1~25 .

som vil angribe i L i en Afstand fra B, der er

1'25 + 1"875 1 - O
BL ---- t· 1'26 + 1'25' '276 - '53 m.

Muren antages at skulle være af Granit. Et 1 m langt
Stykke af den vil da veje

(56)

Lg·
30°
45°
1.7°

26°
32o

!

33° å 39(}

Sandet Ler paa. sandet 'Ler

t;ør ,Tilstand ..........•...... , .
fugtig Tilstand ~ .

i meget .. fugtig Tilstand , ,....•
Rent Sand paa, rent Sand

i tør. Tilstand ' .
i fugtig Tilstand .

Almindelig Jord. . . . . . . . . . . . . .. . .

Sætter man i disse sidste Størrelser'h ='0, faar man
Udtrykkene for Sidetrykket og dets Angrebspunkts Af
stand' fra B, naar Jordmassen er ubelastet.

For nogle almindeligt forekommende Jordarter har
Gnidningsvinklen følgende Værdier:
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~i'25 . .______.Pl '. · - (0'32 + 0'67) .2700 - ca. 1675 kg.
2

Størrelse og Retning af T1's og Pl's Resultant Ri
·ere fundne- paa Fig. 146b, medens dens Beliggenhed paa
-Fig. 146a er bestemt ved, at den skal gaa gennem Ti's
,og P 1's Skæringspunkt. Paa samme Maade har man be..
~handlet de Dele af Muren, som ligge ovenover de i Høj-
derne 1', 2' og 3' anbragte vandrette Snit. De respektive
.Resultanter ere betegnede ved R2 , R 3 og R 4 ; deres Stør
nelser og Retninger. ere fundne paa Fig. 146b og. deres
l3eliggenhed paa Fig. 146a, hvorefter man har tegnet
Støttelinien gennem de Punkter, i hvilke Resultanterne
:skære Grundfladerne for de betragtede Stykker af Muren.
Man vil af Figurerne se, at der ved Murens Grundflade
_K B vil være størst Fare saavel for Væltning. som for
Glidning. R 1's lodrette Komposant er ca. 1900 kg, og:'

,den angriber i en Afstand 50 mm fra Kanten K. Tryk.
.ket i Partilderne ved K bliver altsaa ifølge .(53)

2 · 1900 k -I 2t1 . = ca. 0,o253 g mm ,
3 . 1000 .50

·der er mindre end den Paavirkning, man tør byde god
Byggegrund, og Faren for Væltning er derved' udelukket.
R1's Vinkel med den lodrette Linie er ca. 28°, saaledes
.,at der heller ikke er Fare for Glidning.
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